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S)a2> Sel^rbud) ber 5lrit(|metif unb Sllgebra üon ^rof. Dr. XJubmig 
^amhlt) tourbe in fetner 34. Sluflage t)on S)ire!tor Dr. ^ugoßanggutl^ 
einer grünblidien Umarbeitung unterworfen. 9?ad) bem Xobe biefeö §errn 
übernal^m ber Unterjeid^nete auf 3Bunfd| be^ §errn SSerlegerö bie S8e^ 
arbeitung ber neuen Sluflage. 

SSerleger unb Herausgeber toaren über folgenbe ®runbfä^e einig: 
1. 35ie neue Stuf tage mufe unbebenftidi neben ber alten gebrandet toerben 
fönnen. 2. S)en ße^rplänen üon 1901 mufe genügt njerben. 3. 2)er 
@nttt)idEeIung üon SBiffenfd(aft unb SKetl^obif im legten Sal^rje^nt foU 
SRed^nung getragen toerben. ' 

Um ber erften gorberung ju genügen, ift, abgefe^en üom Sln^ang, 
bie ©nteilung in Sa|)itel unb Paragraphen unb bie SRumerierung ber 
gormein bur^ttjeg, Sft^alt unb gorm ber einjelnen Slbfdinitte mit 2luö= 
nal^me ber ©nteitung im njefentlidjen beibehalten. 

S8ei bem reid^en Sn^alt ber Sanggut^fc^en Bearbeitung fonnte ben 
iJe^rplänen meift burd^ Äürgungen genügt njerben, fo befonberS in ben 
Äapiteln über Äubiftourjeln, Äettenbrüd^e, Kombinationen. ®em „toieber^ 
l^olenben Slufbau beS arit^metifdfien Sel^rgangeS" ift ber jtoeite Slbfc^nitt 
beö 5ln^angeö getoibmet. 

S)iefer foH äugleidfi ber gorberung genügen, „ben ©d^üler möglii^ft 
frü^ an baS funftionale S)en!en ju getoö^nen", bie oon ber Unterrid^tS^ 
fommiffion ber ©eutfd^en 9?aturforfd^ert)erfammlung unter SSorftg beS 
|)errn 5ßrofeffor ©ugmer unb t)on |)errn ©el^eimrat Klein in feinem 
äuc^e ,,35er mat^ematifd^e Unterridf|t" (1907) aufgefteHt tourbe, unb bie 
jumXeil fd^on burdt) bie|)erren@df|ülfe, ©ötting, 3Balter ©c^mib unb 
3. ©darüber in bie ^rajiö überfefet ift. S)em le^tem ^errn tjerbantt 
ber ^rauSgeber befonberS toerttJoHeS, bisher nod^ nid^t t)eröffentlidf|teS 
90?aterial. (ginem matl^ematifd^en SReformunterri^t toürbe, auc^ auf &t)m^ 
nafien, fdf|on in ben SÄitteßlaffen ber Slbfd^nitt Slnal^fiö gugrunbe ju 
legen fein, felbfttjerftänblid^ mit geeigneten Sluölaffungen unb ©rgänäungen 
au^ ben Slbfc^nitten Slrit^metif unb Sllgebra. 

Sltö notttjenbiger Slbfd^lufe ergibt ftc^ hierbei bie ©nfül^rung in bie 
2)ifferentialred^nung (III. Slbfd;nitt be§ Sln^angeö), bie aud^ ben ©^mnafien 
nidf|t auf bie ®auer toirb Dorent^alten toerben fönnen. 2)ie SBe^anblung 
im Slnl^ang jeigt, ba§ eS möglid^ ift, baö fonft fo jerfplitterte ?ßenfum 
ber 5ßrima ber Siealanftalten (fubifdfie ®leidf|ungen, Steigen, SSKajima unb 
SRinima) einem ein^eitlidfien ße^rgang einjuorbnen. 
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2)er erfte 2l6f(^nitt beö Slnl^ongeö, bie S^^erfid^eruTigöred^Ttung, ift für 
Dberrealfc^ulen befttmmt. Sn Dfterreid^ gel^ört biefe längft jum ^ßenfum 
ber (Bä)nUr\; andj in ©eutfd^Ianb ^aben fid) getütditige (Stimmen für @in= 
fü^rung biefe^ Slbfd^nitte^ unter Äürjung ber 2otterie= unb ©!ataufgaben 
in ber 2Ba^rfd^einIid|!eit§red^nung erhoben. STuf |)errn 9K. Santor^^ 
„^olitifd^e Strit^metif" foU ^ier befonber^ ^ingenjiefen njerben. 

(£ine toefenttid^e ©rrungenfd^aft ber SIrbeiten ber §erren ©ebefinb 
unb 9K. 5ßafd| ift bie @r!enntni§, bafe für ben ßel^rer ein tiefere^ ©n= 
bringen in ia§> SBefen ber Qa^ unb i^re ©igenfd^aften erforberlid} ift, 
bafe aber ein Se^rbud^ für ©d^üler ben gorberungen ber SBiffenfd^aft 
nidjt genügen !ann. Wan mufe fid^ mit ^Innäl^erungen an ben @tanb= 
pnnti ber SBiffenfd^aft begnügen, ^ie ©renge ift t)on Seigrer unb ©d^üler 
abl^ängig. S)a§ 3^^^ ^^^ Dorliegenben ©arfteUung njar, ®urd|fd)nitt§^ 
fd^ütern nodf| fafelid^ ju fein, aber bem Ce^rer für eine Dertiefenbe S)urd^* 
na^me fein |)inberni§ in ben SBeg gu legen. 

®efd^id^tlid^e |)inn)eife, bie in ben früheren 3luflagen fehlten, finb 
in fe^r befdEjeibenem Umfange geboten. Sie fe^en t)orau^\ ba^ ber Se()rer 
fid^ an§> SQtxxn 3. Xropffe^ ©efd^id^te ber (älementarmat^ematü, au^ 
ber burd^lDeg bie S^otijen entnommen finb, baö jur ^Belebung be^ Untere 
rid^tö fo au^erorbenttic^ förbertid)e SKaterial oerfc^afft. 

Um bie neue Sluflage mit ber alten Dergleidf|en ju fönnen, fei barauf 
^ingett)iefen, ba§ bie §§ 1, 5, 19, 21, 24, 57 ©rn^eiterungen, 61—63, 
100 — 102 mefentlid^e Äürjungen enthalten. Srn^ä^nenötoerte Stnberungen 
finb in ben §§ 13, 30, 45, 49, 53, 64 Vorgenommen, ©er 3(n^ang ift 
umgearbeitet. 

SKit einem Stern (*) finb einerfeitö folc^e ^aragrapl^en bejeidtjnet, 
n^eld^e bei einer fd^neUeren ©urd^na^me fortgelaffen n^erben fönnen, anbrer= 
feit§ aber aud^ fold^e, bie met^obifi^ an anberer, im allgemeinen fpäterer 
Stelle ju befpred^en finb. @§ ift ja ein unätoeifell^after SSorjug ber f^fte^ 
matifd^en Se^rbüd^er oor ben metl^obifd^en, i)a% fie bem Se^rer me^r grei= 
l^eit laffen. Stuf biefe l^injutoeifen, nid^t um fie einjuf darauf en, finb bie 
©ternd^en l^injugefügt. 

®a§ Se^rbud^ entl^ält, n^ie in ben früheren 9(uftagen, feine Übungö= 
aufgaben, fonbern nur einige au^^gefül^rte 9KufterbeifpieIe , befonber^ im 
9(n^ang. Sieben ben befannten 3tufgabenfammlungen fei befonberio auf bie 
im 5tnfd)Iufe an bie Ä'ambl^fc^e Slrit^metif bearbeitete 9tufgabenfammlung 
be§ §erm 5ßrof. SBimmenauer l^ingen^iefen. 

|)amburg, im Januar 1908. 

Dr. m. ^fiatt. 
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3)tc 3aJ>l. 



®ie reine äRat^emati! umfaßt hie 3a^lenle^rc unb bie SRaumle^re. SBö^renb 
"bic So^Ienle^re ftd^ nur mit ber ®rö§e (Ouantität) beschäftigt, betrad^tet bie 
tRaumle^re neben biefer aud^ bie ©eftalt (gorm). Sie ©egenftänbe biefer 
^Betrachtungen nennt man ©rö^en unb ©eftalten. 

gür bie 9JaumIebre ift ber umfaffenbe 9?ame Geometrie gebrönd^Iic^. 
. gür bie ßfl^Ici^^^^^^ ift ^^i" jufammenfaffenber 9?ame alTgemein aner? 
fannt, man bejeic^net fie nacf) einem ober mel^reren i^rer Seile alä 5lrit]^* 
metü, Algebra ober 9InaI^fi§. 

3n ber ©d^ulmat^ematif ift e§ übtic^, biefe brei fo gegeneinanber ab^u- 
^rengen, bo§ tie Slritl^meti! bie Seigre bon ben Operationen, bieSIlgebra 
Vit Seigre bon ben ©leic^ungen, bie 5lnal^fi§ hit Seigre öon ben gun!tionen 
enthält. S)a aber alle Sigenfc^aftcn ber 3^^!^!^ ^^^^ ®Ieic^ungen au§= 
brüdbar finb, njirb bie (Einteilung fc^ärfer, njenn man unter Hritl^meti! bie 
Sebre bon ben ibentifcf)cn (Gleichungen, unter Sllgebra bie Se^rc öon htn 
^eftimmung^gleic^ungen, unter 9lnal^fi§ bie Seigre t)on ben anal^tifc^en 
(Gleichungen öerfte^t. 'J)er Unterfd^ieb ber brei ®Ieid^ung§arten fei l^ier nur 
i)urd^ bie 93eifpiele: x-|-y==y + x, x-|-5 = 7, x-|-y=l erläutert, 
ttjobet ha^ ®Ieidf)]^eit§5eid^en (nac^ 3- ®- 33öttd^cr) öerfd^teben ju (efen ift, 
tiämtic^ „ift" bei ben ibentifc^en, „fei" bei htn 95eftimmung§=, „bleibe" hei 
ben analt)tifd^cn ®Ieid}ungen. 

S)ie ®runblage ber ßö'^lenlel^re ift bic B^p. Sie gefc^id^tlid^e mie bie 
feelifd^e (Sntftel^ung ber 3ö^t fann Stnfängem nid^t ftreng miffenfd^aftlic^ bar^ 
^fteHt merben. gür biefe mögen bie fotgenben ©etrad^tungen genügen, bie 
fic^ an 2. ffironeder§ unb 90?. ^af(^§ 9(rbeiten anfd^liegcn. 

3n ieber ©prad^e ift eine Stetige bon SBörtern, bie S^^toörter, fefl* 
gelegt, im §od^beutfc^en: ein§, jmei, brei, üier, fünf, fed^ö, fieben, ad^t, neun. 
®iefen 3a^ltt5Örtern entfpred^en eine 9Jeil^e bon 3^i'^^i^f ^i^ S^ff^i^i^; ^I^ f^Icbe 
benu^t man feit ungeföbr bierl^unbert S^^i^en international bie fogenannten 
ürabifd^en 3iffern: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, Sntftanben finb biefe ma^r^ 
jd^einlid^ au§ ben 2(nfang§bud^ftaben ber inbifc^en 3^^f^örter unb nad§ Um= 
bilbung burd^ bie 3traber \)on ®erbert (f 1003 al§ ^apft Siloefter) im 
mbenblanbe befannt gemad^t; bod^ maren bi§ 1600 für 4, 5 unb 7 t)on ben 
j^eutigen abmeid^enbe 3^^^^^" ^^ öebraudf). 
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8 einleitung. — ®a§ befobifc^e $orition§fi)ftem. 

SScrbinbct man eine Steige boneinanber getrennter, aber unteretnanber 
flleid^artiger unb aufeinanber folgenber ©inneSeinbrürfe, j. 93. gcl^örte Sanonen= 
fd^üffe, gefüllte ^ßutefd^Iäge, nad^einanber gef eigene Säume, berart mit ben 
©liebem ber 9?ei^e ber 3ö^I>^örter, bafe jebem ©inne§einbrucf ein gö^I^ort 
jugeorbnet mirb, fo nennt man biefe Sätigfeit jä^Ien unb t>a^ le^te ju^ 
georbnetc ßöT^toort bie Slnja^I ber ©inneSeinbrfiäe. ^t nad^bem man biefcr 
Slnjal^I bie Benennung ber ©inneSeinbrürfe ^injufügt ober fie fortlöSt, i)at 
man eine benannte ober eine unbenannte (reine) ^a^l gewonnen. Sei 
ber reinen Qai)i fie§t man bon ber 3(rt be§ ©inneäeinbrurfS ab unb nimmt 
an, ba§ alle folgenben ©inbrüde mit bem erften boUftönBig übereinftimmen^ 
abgelesen bon i^rer jeitlid^en Sßerfd^iebenl^eit. Solche ©inbrüdfe nennt man 
abftrafte ©inl^eiten ober ©infen. S)aS ^^^fammenfaffen mehrerer ©inl^eiten 
ju einem neuen Segriff ffi^rt jur 3ol^I. 

©rl^ält man beim 8tb}ä|!(en berfd^iebener 3tei]^en bon ©inneSeinbrücfen 
für ben legten jebeSmal ba^felbe S^^ü^ort, fo fagt man, bie bciben Slnja^Ien 
finb g(eid^. Sann man biefelbe Sieil^e bon ©inneSeinbrüdfen jtoeimal auf 
fid^ mirfen laffen, fo finbet man biefelbe Stnjal^I; bod^ ift bie (äleid^l^cit nur 
eine ©rfal^rung^tatfad^e, beren SlKgemeingüItigfeit man nid^t bemeifen, fonbem 
nur annehmen fann. 9Kan brüdft biefen ©runbfa^ in ber gorm auS: ^the 
®rö6e ift fid§ felbft gleid^, b. i). junäd^ft: biefelbe Sieil^e bon @inneS:= 
einbrüden liefert immer lieber biefelbe S^% 

©inb bie SinneSeinbrüde nid^t jeittid^ georbnet, j. S. ber einer ^erbe 
©d^afe, fo l^at man e§ nid^t mit einer Sieil^e, fonbem mit einer äRenge ju 
tun, unb biefe fann erft gejöl)lt merben, toenn bie einjetnen ©inbrfirfe in 
eine jeitlid^e Sieil^e georbnet finb. S)ie räumlid^e Slnorbnung ift babei nur 
eine Vorbereitung baju, bie finntid^en ©inbrüdfe nad^einanber ju em<3fangen. 
S)er (ämnbfa^: „S^be ®rö§e ift fic^ felbft gleid^" berlangt nun, ha^ aud^ 
biefelbe Sßenge ftet§ biefelbe gal^l liefert, ein ©a^, ber unferm 5)enfen \ty 
natürüd^ ift, ba§ mir auS ber Oleid^^eit ber 3ö^I gmnbfä^Iid^ auf bie (Sleid^^ 
l^eit ber SDienge fd^Iie^en. 2)od^ liegt l^ierin ein erl^ebüd^er gortfd^ritt gegen* 
über ber ©leid^l^eit ber B^^t ^^i jmeimaliger ^^^^9 berfelben Steige. 
3)enn bie Sßenge fann auf berfd^iebene SSeife ju einer Slei^e georbnet mcrben. 
?)enfe man fid^ fd^marje unb meige ©d^afe, fo fann man entmeber erft alle 
meinen, bann alle fd^ttjarjen burd^ eine Sßforte gelten laffen ober abmed^felnb 
ein fd^marjeS unb ein tt)ei§e§. 

S)er ©runbfa^: „Sebe ®rö§e ift fidf) felbft gleid^" erweitert fid^ alfo 
JU bem ©a^: S)ie Slnjal^I ber ©inneSeinbrürfe ift bon ber Sleil^enfolge, in 
meldjer fie gejäl^lt werben, unab^öngig, ober auf bie reinen S^^tn av^^ 
gebel^nt: 3)ie 3^^^^ ift bon ber Stei^enfolge ber fie bilbenben (£in:= 
i^eiten unabhängig. 

S>ad be6abtfc{)e ^oftfionsfQffem* 

SBä^renb bie 3fl^toörter in ber SRel^räa^l ber Sulturfprac^en (Sranjöfifd^ 
mac^t mit quatre-\dngt eine 9tu§na^me) fo gebilbet finb, ba§ 10 ©in^eiten einer 
nieberen Orbnung ju einer ©inl^cit einer l^öl^eren Drbnung jufammengefe^t 
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6rfaö bcr Sohlen hnxi^ 53u(^ftabcn unb ©trcdten. 



tocrbcn, unb für bic SWe^rl^eitcn ber l^öl^ercn Dtbitung bicfettcn ä^l^tmörter 
mit für bic S)?e]^rl)eitcn bcr unteren Orbnung, nur mit einem entfprcd^enbcn 
3ufo^, gebraud^t mcrben, ift in bcr ©d^rift baöfcttc 5ßrinjip erft fe^r biel 
fpäter burd^gefül^rt morben. 3)a§ befobifc^e ©Aftern bcr S^^i^örter 
finbet feinen öollfornmencn 9tu§brud im 5ßofitionSf^ftem ber 
3a]^ten. S)er cntfd^eibenbc Schritt mar hierin bic ©rfinbung bcr SRuII. 
©icfer ift öon ben ^nbern (ögl Sropffe, ®cf^. b. ei.^äRat^. I. 13) etma 
um 400 nai) ®^r. getan. 

SSon bcn ^nbem gelangte bie ^nntniS ju ben 81 rabern, unb bai^ 
ated^enbud^beSaWu^ameb ibn SRufaSüd^marigmi (IX. gal^r^unbert) mod^tc 
bog 5ßofition8f^ftem bem Stbenblanbe befannt. 3)ie nad^ Sllc^marigmi 2Ugo=? 
ritl^mifer genannten fpanifd^en unb italicnifd^en SWatl^ematifer be§ XU. 3a^r= 
l^unbertg fud^ten bag 5ßofitiongf^ftem einjufül^ren, unb um 1300 fanb e§ 
fc^on in Stauen in faufmönnifd^en Suchern SSermenbung; aber erft in ber 
SKitte bc§ XVI. 3ia^i^^iini>^rt^ gelangte e§ 5U allgemeiner §errfd§aft. 

S)a§ Silben ber S^W^ ^^^^ njicberl^oIteS ^injufügen bcr (£in§ l^cigt 
SöT^Icn. 9ttö 3ci^^^ fii^ ^ög ^injufügen bicnt + iP^^^p ^öju). äRan 
erhält 1 + 1 ober bie Ba^I 2, 1 + 1 + 1 ober bie ga^I 3. ©0 entftc^t 
burd§ 3ö^Ien bit SRcil^e ber natürlid^en 3ö^Ici^- ®i^ bitben eine mit ®in^ 
beginncnbe, unbegrenjt fortlaufenbe Steige. 

3ur SarftcHung ber S^^Icn bienen otö Qaf)litxä)tn bie 3iffctn 1, 2^ 
3, i, 5, 6, 7, 8, 9, 0. Um bie fömtlid^cn 3a^Icn bur^ biefe je^n 3iffem 
auSjubrüdEcn, fa§t man je je^n ©iner ju einem Qe^ntv, je je^n Stf)mx ju 
einem ^unberter, ie jcl^n ^unberter ju einem Saufenber ufm. jufammcn unb 
fc^t feft, \>a^ jebe ber 3iffci^ 1 6ig 9 S^^^^^^ ^unberter, Saufenber . . . 
augbrüdft, je nad^bem fie in ber erften, jtoeiten, britten . . . ©teile linfö üon 
ben ©inern ftcl^cn, mobei bie ©tcHen ber fe^Icnben ©in^citen mit 3?uHen 
auSgefüKt merben. ©in 3^^^^^ mirb alfo burd^ 10, ein ^unberter burd^ 100, 
ein Siaufenber burd§ 1000 bargeftellt. ^ebe 3ö^I fann bann atö avi§^ ©inem, 
3c^nem, §unbertcm, S^aufcnbcm uftü. äufammengefe^t gebac^t werben unb 
rt)irb !urj burd^ 9?cbeneinanberfd)reiben ber ©teHenja^Ien bargeftellt, ttjobei 
bie ©teilen fe^Ienber ©inl^eiten burd^ SRuIIen auSgefüttt merben. 

3um bequemen Sefen unb ©d^reiben ber S^W^ f^fe^ ^^^ i^ ^^^^ 
©teilen bon red^t§ au§ ju einer Drbnung, je jnjci Drbnungen ju einer Klaffe 
jufammcn unb bejeid^net bie erhaltenen Slaffen mit ®iner==, STOiHionev^,. 
»imonerflaffc. 

§3* 
®rfa§ ber Saffian burd) Sudyffaben unb 6frec6en* 

S)ic Safjiltn unb ba§ Qä^tn bilben bie ©runblage bc§ fRcd^ncnS. 
9ied§nen ift ein SScrfal^ren, burd^ toüä)t^ au§ smei (ober mcl^rcren) gegebenen 
3a]^Icn eine neue 3^^! l^crgefteHt n^irb. äRan unterfd^eibet öier berfd^iebenc 
atcd^nunggartcn (©pejicS): 2lbbition, ©ubtraftion, äRuItiplifation, 
S)tt)ifion. 

aSilbct man auS jmei Sdf)Un eine britte, fo l^cigcn bie beiben erften 
Sted^cnsal^Icn, bie britte ©rgebniS. 3)ic 9Jed^enäa^Icn unterfc^eibet man 
ate (1) leibenbe (paffioe) unb atö (2) mirfenbc (aftiüc). (33ud^rudter.) 
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S)ein Stcd^ncn, bQ§ man aud§ atö gemeine STritl^metil bejeid^net, fte^t 
t)ie allgemeine Slrit^metil gegenüber. S)iefe ^at bie Slufgabe, bie beim 
^ecf)nen gefunbenen unb benu^ten Oefe^e ber ßö^I^i^ ötö allgemein gültige bar- 
aufteilen unb ju bemeifen. 

S)abei beborf fie jur 93ejeid§nung einer 3^^! ^i^ allgemeinen nod^ be^ 
fonberer 3^i^ci^- 5(tö 3^^^^^^ für unbeftimmte (aHgemeine) 3^^^^ tüenbet 
man bie Sujö^ftaben an, ®in Sud^ftabe (a) fann jebe beliebige 3o^I <iw^' 
brüden, mit ber @infd)ränfung jebo^, bafe in ber^elben SRed^nung ©leid^^eit 
t)er Suc^ftaben ®Ieicf)^eit ber S^^tn, SSerfc^iebenl^eit ber ©nd^ftaben Un= 
^leid^^eit ber Qaijitn bebingt ®§ bebeutet ba^er 

a: l + l + l-fl-^ 1-1 (amd), b: 1 + 1 + lH [-1 (^«^al). 

S)a bie aflgemcine 2trit^metif jur 2)arfteHung ber 3ö^Igefe^e Sud^ftaben 
benu^t, lüirb fie aud§ Sud^ftabenred^nung genannt. ®§ ift aber für ba§ 
SSerftänbnig unerlä^lid^, ba§ man fid^ jebeS arit^metifd^e ®efe^ an be^ 
flimmten 3ö^ten flar mad^t unb an beftimmten SaW^ P^f^- 

2)ic ©ried^en bernjanbten, ha if)vt Sud^flaben Qa^tn bebeuteten, jur 
©arftellung ber allgemeinen Saf)Un ©treden. SWan fann aber aud^ 
"bie beftimmten 3^^!^^ ^"^^ ©trecfen öerfinnlidEien. S)iefc S)arfteHung ift 
i)ur^ aWat^ematifer be^ XIX. Sa^r^unbert^ (©aufe, ®. ©antor u. a.) 
aufeerorbentlid^ berboHIommnet Sorben unb ^at rt)efentlirf|e S)ienfte geleiftet, 
t)en SSegriff ber Qaf)l unb bie berfd^iebenen 3ö^'lcit:ten fdE)ärfer ju faffen. SDie 
natürlid^en 3oI)Icn »erben l^iernad^ burd^ ©tredfen bargeftettt, bie 
l^orijontat t)on tinf§ nad^ red^t^ gejogen finb. 9?ad^bem eine ©trecte, j. ö. 
1 cm, al§ (Sinl^eit angenommen ift, mirb bie boppelte ©trcdfe mit 2, hk 
breifad}e mit 3 ufm. bejeid^net. SBä^lt man für äffe 3ö^Ien benfelben 9In= 
fanggpunft A, fo bilben bie ©tredfen eine gerabe Sinie. 9ln ben (Snbpunft 
ber ©trede fe^t man bie 3^^^^ w"^ nimmt bietfad^ biefen ©nbpunit ate ein 
iteue§ 93ilb ber Saf)l. S)od) muffen biefe beiben 2)arfteffungen in ®ebanfen 
fd^arf augeinanber gel^alten tüerben, obgteid^ fie fid^ in ber 3ctd^nung nid^t 
unterfc^eiben. 



9?ad^ ber erfteren ttjirb bie 3^^^ 5 burd^ bie ©tredfe bon A big 5 bar= 
geftefft, nad) ber jmeiten burd^ ben ^unft, bei tüeld^em bie 3iffer 5 ftel^t. 

3)te ®Ietc{)ung* 

Staun man jmei 3ö^Ic« a unb b in ©inl^eiten jertegen unb jeber ©in^ 
ber 3a^t a eine ®in§ ber 3«^^ b juorbnen, fo l^ei^en a unb b einanber 
öleid^. SRan fann fie burd) bag ®Ieid§l^eit§jeid)en (=) öerbinben, a^pb, 
unb nennt eine fold^e SSerbinbung eine ©leid^ung. gn ber Siegel brürft 
eine fold^e ®kid^ung eine gorberung au§: x = 7 Reifet: x foff gleid^ 7 ge= 
mad^t tüerben. @§ fönnen aber aud^ mel^rere 3^^^^« ^"^^ ^i"^ ©leid^ung 
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t)crOuuben mcrben. *Santi bcl^auptct bicfe cntmeber, baß jmei D^^evationcn 
t)a§iclbc (Srgebni^ liefern, 5. 93. 6 • 4 = 4 -|- 20 (tüir fpred^en üier unb jtüanjig), 
a-b = b-a, ober fie berlangt, haj^ bte B^W^n f^ geipöl^ü tücrben, bafe 
t)a§ ©rgebniS auf beiben Seiten ba§ nämliche ift, 3 + x = 7^ lüa§ eintritt, 
ipeun X gleid^ bier ift. 

Sine ©Ieirf)ung ift alfo bie SJcrbinbung jmeier Saf)laxL^\>xüdt burd^ ba§ 
'ÖJleid^fjeitSjeid^en, bie eben burd^ biefe SSerbtnbung atö gteid^ ^ingeftellt lüerben. 
5)ie beiben 3ö^I^u§brücfe bttben bie Seiten ber ©leid^ung. gn 

3 + x = 7 
ift 3 + X bie linfe, 7 bie rechte Seite ber ®Ieid§ung. 

©rgibt fid) bei ber 3up^^"W"9 ^^^ ©infen ber Qaf)t a 5U ben Ginfen 
t)er Qa^l b, ba§ nic^t allen ©infen bon a fold^e Don b jugeorbnet lüerben 
fönnen, fo fagt man, a ift größer ate b, b ift Heiner al§ a. SWan tnu§ 
ötfo ju einer Heineren Qaf)\ ©nfen l^injufügen, um fie einer größeren gleid^ 
5U mad^en. 

S)ie Ungleichheit jlDeier ©rögen iDirb burc^ einen SBinfel (> ober <) 
be,^ei(j^net, beffen Öffnung ber größeren bon beiben 5ugetel^rt ift. G§ be^ 
beutet alfo 

a > b, bog a größer aB b, a << b, \>a^ a Heiner afö b ift. 

3ebe Ungleichheit fann aud§ in gorm einer (äleid^ung gefc^rieben merben. 
3ft a >> b, fo ift 8i = h-j-m, mo m eine beftimmte 3^^! ift. 3ft a << b, 
fo ift a = b — r. Umge!e^rt folgt au§ a = b -f- »if ä>^6 a >> b, unb au§ 
a = b — r, baß a < b ift. 

(Sin ^orijontaler Strid^ unter jlüei ®Ieid^uugen bebeutet ,,fotglic^". er= 
f daließt man auS einer ®leid^ung unter SJerfc^ttJcigen ber 5tt)eiten eine britte, 
fo beutet man bieS burd^ ba§ 3^^^^ .-.an, t>a^ auä) „fotgtid^" ober „alfo" 
^etefen ivcrben fann. 

§5* 
®runbbegriffe unb ®runbf8§e* 

1. S)ie SBorte finb fprad^Iid^e 3^^^^" ^^ 9Sorftettungen. ®ine nad^ 
Snl^att unb Umfang genau beftimmte SSorfteHung ^ti^t äJegriff. S)ie einer 
^iffenfd^aft eigentümlid^en SBorte, bie ted^nifd^en ^u^brürfe, foHen nun Qtiä^en 
für Segriffe fein. S)ie SBiffenfd^aft legt beSl^alb junäd^ft ben SBorten ber 
Umgang§fpradf)e einen ganj befttmmten Sinn hei, ber biSiDeilen bOn bem ob-- 
tüeid^t, mag man gemeinl^in unter bem SBorte berftel^t, j. 33. ift tine Sdf)ote 
im botanifd^en Sinne etlDa§ anbereö al§ bie mit biefem 9?amen gemöl^ntid^ 
belegte ^ülfenfruc^t ber ©rbfe. S)ie SBiffenfd^aft muß ferner, um für alle 
il^re aSegriffe 9?amen ju l^aben, neue SBorte bitben. 9?immt fie bie SBeftanb:^ 
teile aug ber Sanbe§fpradf)e, fo ift \>a^ SBort bem Anfänger leidster bcrftönb^ 
lic^, aber audf) leidster ÜKißbeutungen im Sinne ber ©emeinborfteffungen au§^ 
gefegt. ©eSl^atb merben l^äufig 93egriffe burd^ ein ^rembmort auSgebrürft. 
^ie ted^nifd^en Slu^brücte ber Söiat^ematil ftammen 5um großen Seit auS bem 
(Sried^ifd^en, Sateinifd^en unb 9{rabifd§en unb i)abm ben SSorjug, ®emeingut 
aller ^Iturfpradben ju fein. 
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SBiß man einen Segriff, einen ted^nifc^en 9tu§brudE, erfl&ren, fo braucht 
man baju SBorte, welche il^rerfeitS tüieber Segriffe barfletten. 3Ran mirb 
alfo nid^t nml^in lönnen, eine äleil^e Don Segriffen nnerflärt ju laffen, nnb 
biefe Bejeid^net man al§ ®runb6cgriffe. Si§ ju einem gctoiffen ®rabe 
ift c§ toittfürlid^, toeld^e Segriffe man alS grunblegenb unb weld^e afö ab:= 
geleitet auf f äffen toiVL 3)a bie Srfl&rung um fo jd^toieriger njirb, je ein:= 
fad^er ber Segriff ift, mu§ bie ©d^ulmatl^ematil eine größere 3ö^t bon ®runb* 
begriffen antuenben afö ein au^gebübete^ Softem ber SBiffenfd^aft. ®rö§c^ 
^d^l, ©inl^eit, ©leid^l^eit finb berortige, ol^ne ia^ bieje 9tufjä^lung \)oU- 
ftänbig tt)&re. 

2. ®ic ©igenfd^aften ber Segriffe »erben burc^ ©äfee auSgebrüdtt. Siefe 
bej^eid^net man alS ©runbfö^e ober Sel^rfö^e. Sel^rfä^e muffen betoiejen, 
b. % aU nottuenbige golge bon ®runb|ö^en bargefteHt merben. ®runbfä^e 
entl^alten 9tnnal^men auf ®runb bon SBal^rnel^mungen unb Sorftettungen. ®§ 
gel^ört aud§ l^ier »ieber ju ben fd^tüierigften Unterfud^ungen, ob ein @a^ fid^ auf 
anbere jurüdffil^ren lö^t, bemnad^ ntd^t alS ®runb{a^, fonbern afe Sel^rfa^ auf^ 
jufaffen ift, jumal ba oft in ber ©rflärung eineS Segrip jd^on ein ®runbfa^ au§^ 
brüdiid^ ober ftiUfd^njetgenb entl^alten ift. S33irb ein @a^ afö ®runbfa^ be- 
5eid^net, fo l^eifet bie§, feine 3iid^tigfeit ift an ber §anb ber ©rfal^rung ju prüfen. 
S)ie S^^l i>er matl^ematifd^en, aud^ ber rein arit^metif d^en ©runbjö^e ift nid^t 
fo flein, tt)ie man biSmeilen angenommen bat. @u!Itb (300 b. 6^r.) jäl^Ue beren 
jel^n auf. ©inige berfelben l^at man atö Folgerungen ber übrigen bargefteHt, 
bafür aber tuieber anbere afö notnjenbig erfannt, bie ®ullib nid^t anfül^rt. 

3. Sei ben in biefem Se^rbud^ aufgeführten Settjetfen finb folgenbc 
öier ®runbfä|e bcnu^t: 

1) 3ebe ©röfee ift fic^ felbft gleic^. 

2) gür jebe ®röfee barf man eine i^r gleid^e fe|en (fubftituicren). 

3) SBenn jtnei ®röfeen einer britten gleid^ finb, fo finb ftc ein= 
anber gleid^. 

4) S)ie Seiten einer ®Iei(j^ung fönnen üertaufd^t werben. 

S)te Saffung ber ©ä^e ift bie alt^ergebract)te, bie aUerbingS ntd^t etn^ 
tuanbfrei ift. S)er erfte ©a^ mirb genjöl^nlic^ burd§ bie ®Ieid^ung a = a 
bejeic^net, feine Sebeutung für bie ^ß^^cnle^re ift in § 1 erläutert. S)er 
jmeite ©a^ gilt ftrcng genommen nur in ber gorm: 3n einer ®leid^ung lann 
eine gal^I burd^ eine i^r gleid^e erfe^t merben. S)a ^ = | ift, lann id^ in 
ber ®leid^ung ^-}-|=x für | ba§ i^m gleiche | emfe^en unb erl^alte 
^ + 1= X. 2Iu§ bem jmeiten ®runbfa^ fann man ben britten folgern (ober 
umgefel^rt). ®r fagt au§: 3ft | = ^ unb | = |, fo ift auc^ | = f, ober in 
Suc^ftaben: 3ft a = c unb b := c, fo ift auc^ a = b. S)er bierte ®runbfal> 
erfd^eint überflüffig — nid^t bIo§ „jelbftberftönblid^", Wie bie erften brei — , 
ba a = b unb b = a fc^einbar baSfelbe auSfagen; nimmt man aber bie 
®lei^ungen 3-4 = 12 unb 12 = 3 • 4, fo jeigt bie erfte 12 al§ ba§ Qx^ 
gebni^ ber SRuItiplüation bon 3 unb 4, bie jmeite bie gerlegung bon 12 
in bie gaftoren 3 unb 4. 
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3ufo^: SSenu a = b, b = c, c = d, d = e ift, )o ifta = e, tvk fic^ 
hnxä) tt)tebcrI)oIte ^niüenbung ber ©runbfä^e 2, 3, 4 ergibt. 

4. Slug tjraftifc^en ©rauben empfiehlt e§ ]\i), anä) folgenbe ©ä^e alö 
©runbfd^e aufjuf äffen, oOtuol^t fie im fotgenben „Bemiefen" finb, meil bort 
hk Definitionen ber Segriffe jur §ilfe f)erange5ogen njerben fonnten. 

5. ®a^ ©anje tft gteic^ ber ©umme feiner Steile. 

6. SDa^ (äanje ift größer al^ jeber feiner SEeite. 

7. 5lu§ ätoet ®Ieid^ungen folgt eine richtige britte, tnenn man je bie 
linfen unb bie redjten Seiten burc^ ba^felbe einbeutige 95erfa]^ren lier= 
binbet. 

3ft a = b nwh c = d, [o ift 

I. a -|- c = b -}- <l ; n. a — c = b — d ; III. a • c = b • d ; 

IV. a:o = b:d. 

Folgerung 1. 9lu§ einer ®Ieid)ung fann man txm rid^tige neue gc^ 
Jüinnen, menn man auf beiben (Seiten baSfelbe einbeutige SSerfa^ren anmenbet. 

9lu§ a = b folgt, t>a immer c = c ift: 
I. a -(- c = b -|- c; IL a — c = b — c; III. a • c = b • c; 

lY. a : c = b : c. 

gotgerung 2. 2>a§ S?erfaf)ren fann mieber^olt tütxbtn, anij unter mel)r= 
maliger ^enu^ung berfelben ©leic^ung. S^^befonbere folgt au§ a = b 
a-a = b-b; a-a-a = b-b-b. 

■^(nmerhing. «Salj 6 gitt nur für abjotute ßa^teu. ©a^ 7 unb gotgerung 1 
unb 2 unterliegen 33efc^ränfungen, fobatb eine ber Dorfommenben ßa^Ien eine 
9?utt ift. ©inbeutig ^eißt ein SSerfa^ren, ioeun e§ nur ein (Srgebni§ er* 
jeugen fann. 9lbbition, ©ubtraftiou, äJiuItipIifation, Sibifion, mieber^olte 
Wultiplifation mit berfetben Qdf)! (^otenjierung) finb einbeutige ©erfahren 
(Operationen). 

2)ie Umfel^rung be§ in Folgerung 2 befc^riebenen SSerfaI)reu§ ift nic^t 
einbeutig, b. ^. au§ a • a = b • b folgt nid^t notmenbig a = b. 

©a^ 7 bjtt). Folgerung 1 unb 2 i)ai ©uflib in folgenber gorm au^- 
gefproc^en: I. SBenn man ju ©leid^em ®Ieic^e§ ^in5ufe^t, fo finb hk ©anj-en 
gleid^. 11. SBenu man üon ©leid^em ®Ieic^e§ megnimmt, fo finb bie tiefte 
gleid^. HI. 2)ie Doppelten bon einem Dritten finb einanber gleicf). IV. Die 
.^älften bon einem Dritten finb einanber gleic^. gerner finben fid^ bei 
Suftib au^er ©runbfa^ 6 folgeube ©runbfö^e ber llngleid^^eit: 

8. JÜienn man ju Ungleid^em ®teid)e^5 ^inäufeljt, fo finb bie ©anjen 
ungteidj. 

9. SBenn man uon Ungtetd)em ©(eic^esS iuegnimmt, fo finb bie SRefte 
ungleid). 
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S38UI man einen S3egriff, einen ted^nifd^en 9tu§brudE, erfl&ren, fo brandet 
man baju SBorte, weld^c il^rerfcitS tüieber Segriffe barfletten. 3Ran mirb 
alfo nid^t uml^in lönnen, eine äleil^e Don Segriffen unerflärt ju laffen, unb 
biefe bejeid^net man atö ©runbbcgriffe. S3i§ ju einem getoiffen ®rabe 
ift e§ tt)ittfürlid§, meldte Segriffe man afö grunblegenb unb meldte ate ob- 
geleitet auf f äffen njitt. 3)a bie ©rfl&rung um fo fd^tüieriger Wirb, je ein* 
fad^er ber Segriff ift, mu§ bie ©d^ulmatl^ematil eine größere 3ö^t bon ®runb* 
begriffen antüenben afö ein au^gebübeteg Softem ber SBiffenfd^aft. ®rö§e^ 
3a^I, ®in]^eit, ©leid^l^eit finb berartige, o^ne ba§ biefe Stufjä^lung boH* 
ftänbig Wäre. 

2. ®ie @igenfd§aftcn ber Segrtffe »erben burc^ ©ö^e auSgebrüdtt. Siefe 
bej^eid^net man alg ©runbfä^e ober Sel^rfäfee. Se^rfä^e muffen beriefen, 
b. % afö nottpenbige golge bon ©runbfö^en bargefteHt merben. ©runbfö^e 
entl^alten Stnnal^men ouf Orunb bon SBal^rnel^mungen unb Sorftettungen. ®§ 
gehört aud^ l^ier »ieber ju ben fd^tüierigften Unterfud^ungcn, oi ein @a^ fid^ auf 
anbere jurüdfül^ren lä^t, bemno^ nid^t al§ ©runbfa^, fonbern atö Se^rfa^ auf= 
jufaffen ift, jumal ba oft in ber ©rllärung cineS SegriffS fd^on ein (Srunbfa^ auä^ 
brüdlid^ ober ftiUfd^tüeigenb enthalten ift. SBirb ein ©a^ afö ©runbfa^ be* 
5eid^net, fo l^ei^t bie§, feine 3iid^tigfeit ift an ber §anb ber ©rfal^rung ju prüfen. 
S)ie 3o^I i>er mat^ematifd^en, aud^ ber rein arit^metif d^en ©runbfö^e ift nid^t 
fo flein, mie man biSmeilen angenommen bat. ©ullib (300 b. 6^r.) jäl^Ite beren 
jel^n auf. Einige berfelben l^at man atö Folgerungen ber übrigen bargefteHt, 
bafür aber tuieber anbere aI8 nottoenbig erfannt, bie ®ullib nid^t anfül^rt. 

3. Sei ben in biefem Se^rbud^ aufgeführten Settjetfen finb folgenbc 
öier (Srunbfäfee bcnu^t: 

1) 3ebe ©röfee ift fi^ felbft glei^. 

2) gür jebe ®röfee barf man eine i^r gteid^e fe^en (fubftituicren). 

3) SBenn jtoei (Sröfeen einer britten gleid^ finb, fo finb fie ein= 
anber gleid^. 

4) S)ie Seiten einer ©leid^ung fönnen öertaufd^t werben. 

S)ic gaffung ber ©ä^e ift bie a{t^ergebract)te, bie aUerbingS nid^t ein- 
wanbfrei ift. S)er erfte ©a^ wirb gewöl^nlid^ burd^ bie ®leic^ung a = a 
bejeic^net, feine Sebeutung für bie ßo^^cnleljre ift in § 1 erläutert. 2)er 
jweite ©a^ gilt ftreng genommen nur in ber gorm: 3u einer (Sleid^ung lann 
eine gal^l burd^ eine i^r gleid^e erfc^t werben. S)a l = | ift, fann id^ in 
ber ©leid^ung ^ -}- ^- = x für ^ ba§ il^m gleid^e | einfe^en unb erl^alte 
h + I = ^- 5tu§ bem jweiten ©runbfa^ fann man ben britten folgern (ober 
umgelel^rt). ®r fagt an^: 3ft | = i unb f = ^, fo ift auc^ | = f r ober in 
Sud^ftaben: 3ft a = cunbb = c, fo ift aud^ a = b. S)er bierte (ärunbfa^ 
erfd^eint überflüffig — nic^t blog ,,felbftberftänblid^", wie bie erften brei — , 
ba a = b unb b = a fd^einbor bagfelbe auSfagen; nimmt man aber bie 
©lei^ungen 3.4 = 12 unb 12 = 3 • 4, fo jeigt bie erfte 12 al§ ba^ (Sr- 
gebnig ber SRultiplüation bon 3 unb 4, bie jweite bie gerlegung bon 12 
in bie gaftoren 3 unb 4. 
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3ufo^: SSenu a = b, b = c, c = (l, d = e ift, fo ifta = e, mt \i6) 
hnxä) lüiebcr^olte ^innenbung bcr ©runbfä^e 2, 3, 4 ergibt. 

4. 9lu§ praftifd^en ©rüiiben empfiehlt e§ fi^, aud^ folgenbe ©ä^e alö 
©runbfä^e aufjuf äffen, oOtuol^t fie im folgenben ,,ben)iefen" finb, weil bort 
bie Definitionen ber Segriffe jur §ilfe herangezogen njerben fonnten. 

5. S)a^ ©anje tft gleic^ ber ©umme fetner ^^etle. 

6. SDaö ©an^e ift größer aU jeber feiner 2:ette. 

7. 2lu§ ättjet ®teicf)ungen folgt eine rid^ttge britte, U)enn man je bie 
linfen unb bie redjten (Seiten burc^ ba^fetbe einbeutige i^erfal^ren ner^ 
binbet. 

3ft a = b nnb c = d, [o ift 
I. a -|- c = b -}- d ; II. a — c = b — d ; III. a • c = b • d ; 

IV. a:c-=:b:d. 

Folgerung 1. 9(n§ einer ®teid}ung fann man eine ri^tige nene gc^ 
iüinnen', menn man anf Beiben (Seiten boSfelbe einbentige SSerfa^ren anmenbet. 

9(ii§ a = b folgt, ha immer c = c ift: 
I. a -f- c = b -j- c; IL a — c = b — c; III. a • c = b • e; 

lY. a : c = b : c. 

Solgenmg 2. £>a§ Serfafjren fann mieber^olt n)crben, aud^ nntcr me()r= 
maliger üBenu^ung berfelben ®{eid)ung. S^i^^^efonbere folgt an§ a = b 
a • a :^= b • b; a • a • a = b • b • b. 

^(nmerhing. <Sa|5 6 gitt nur für abfotute ßo^ten. Sa^ 7 unb gotgerung 1 
unb 2 unterliegen 5öefd^ränfungen, fobatb eine ber borfommenben 3^^^^ c"ic 
9htl( ift. ß'inbeutig ^eißt tin SSerfal^ren, menn e§> nur iein Grgebni^ er* 
jeugen fann. Stbbition, ©ubtraftion, SDJuttipIifation, Dibifion, mieber^olte 
SOTuttipIifation mit berfelben 3^^^ (^otenjierung) finb einbeutige SSerfal^ren 
(Operationen). 

*Sie llmfel^rung be§ in gotgerung 2 befd^riebenen SSerfaf}ren§ ift nid^t 
cinbeutig, h. i). an^ a • a = b • b folgt nid^t nottuenbig a = b. 

(Sa^ 7 bjU). Folgerung 1 unb 2 i)ai ©ufüb in folgenber gorm au^- 
gefprod^en: I. SSenn man 5U ©leid^em ®(eic^e§ ^inzufe^t, fo finb bie ©anj^en 
gleid^. 11. äöenn man bon ßJIeic^em ®teic^e§ megnimmt, fo finb bie tiefte 
gleid^. III. Sie Doppelten bon einem Dritten finb einanber gleicf). IV. Die 
.^älften bon einem Dritten finb einanber gleid^. Sern er finben fid^ bei 
duftib au^er ®runbfa|j 6 folgenbe ©runbfö^e ber Ungleid^l^eit: 

8. 3?3enn man ju Ungletcf)ent ®leid)e^^ ^inäufetjt, fo finb bie ©anjen 
ungleidj. 

9. SBenn man uon Ungleid^em ®lei(^e<5 iuegnimmt, fo finb bie Stefte 
ungleidj. 
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®ie Dier erften 2ied)nun95arten (Speaies) in abfoluten 3at)Ien, 



1. 5^apiieL Q3on ber 3(bbtiton unb 6ubira{tiion. 

(5^ecf)nung5aricn 5cr cr|ten 6iufß.) 

A. ^ott ber aibbtöon, 

§6. 

©rMärmtg* ßu einer ßctl^l eine anbete abbieren Reifet bie ßal^t finben, 

iDeld^e fämtlid^e in beiben Qa^en entl^altenen ©infen entl^ält. S)ie beiben 

ju abbierenben ß^^^en l^ei^en ©ummonben (bie erfte Slugenbnö, bie 

gtueite 9lbbenbu§), ba§ (Sxgebniö ber Slbbition tt)irb bie ©nmme genannt. 

©oH jur 3^^^ a bie S^f)! ^^ abbiert toerben, fo fe^t man smifc^en fie 
ba§ Beiden (+) unb lieft a plu§ b ober a baju b. ®g bejeic^net atfo a + b 
bie arit^metifd^e gorm ber 9(ufgabe, unb, toenn c ba§ ©rgebnig ber 9(bbition 
ift, fo beftc^t nac^ (Einleitung § 4 bie ®leicf|ung a + b = c. 

3lu§ ber ©rftärung ergibt ftc^, ba§ bie Summe c erholten Juirb, inbem 
man in ber 3at)tenrei^e Don a an^ \o öiele ©in^eiten meiter 5Ö^It, oI§ b anjeigt. 

S)ie ©röge a + b, meldte man nad^ § 5, ®r. 2 für c fe^en lann, brücft nid^t 
nur bie Sorberung ber 9(bbition, bie gorm ber ©umme (formelle Summe), 
fonbern aud^ ba§ (Ergebnis ber 9tbbition, ben SBert ber ©umme, au§ nnb 
mxb, lüenn fie al§ bn§ (Ergebnis einer Vorhergegangenen 9f{ed)nung gebadet 
unb al^ ßeid^en einer 3^^^ ^erUorge{)obcn merben foß, mit einer Sttammer 
umfd}Ioffen. 

3ttfa^ 1. 9luc^ met)rere Qai)Un fann man abbieren, inbem man jur 
Iten bie 2te, ju it)rer ©umme bie 3te uftn. abbiert. 2)ie ©umme öon 
a, b, c ift bemnad^ (a -|- b) + c ober a + b + c, unb nad) § 3 ift 
a+b + c = l + l + l...(amal)+l + l + l...(bmal) + l + l+l.-(cmal). 

Stnmertung* ©inb bie ©ummnnben einanbcr gfeid), fo fc^reibt mon in 
abgefüräter gorm 

2a ftatt a -f-a, 3a '\iaü a -j- a -j- a, 5a ftatt a-f-a-f-a-j-a + a 
(üergleid^e § 13), unb man erlennt bnrc^ geriegung in ©inl)eiten, bafj 
2a + 5a=7a, 5a + 8a -f 10a = 23a ift. 
^rflätung* ©ine SSerbinbung ^wcxex ober mel^rerer 3o^Ien burd^ 9tcd^= 
nungSjeid^en beißt ein (arit^metifd^er) SluSbrud (eine gorm); er ift einfad^, 
\x)k a-j-b, menn er an§ einfachen 3<^b^en befte^t, jujammen gefegt, menn 
iuenigftcnS bie eine ber i^n bübenbcn Saf)ltn felbft njieber ein SluSbrud ift, 
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aljo burd§ eine öorl^ergel^enbe SRed^nung erft er^lten merben foK. S« betreff 
ber in i^m auSjufül^renben SRed^nung gelten folgenbe Sfegefn (@rfte klammer* 
regel): 

SSerben ju einer Qaf)i (a) nad^einanber anbere Qaf)kn (b, c, d) abbtert, 
fo tpirb nacf) bem obigen jebe folgenbe jur Summe ber t)oranget)enben 
abbiert; bie ^Reihenfolge ber öorjune^menben Operationen ift alfo bie öon 
Itniö naä) red^t^. @oU eine Qnbere ^Reihenfolge eintreten, fo toirb fie 
burc^ klammern angebeutet. 

S)ie ^ugre^nung be§ eingettammerten 2tu§bruc!g ge^t bor, j.93. 3 +(4 +7) 
= 3 + 11. ^6er aud^ ber 2lugbrudf, mit ioeld^em eine Sted^mmg borgenommen 
h)erben foU, loirb, menn er at§ ein (Sanje^ ^erborge^oben werben foK, in 
klammem eingefd^Ioffen (a + b) + (c + d). 

3ufa^ 2. @tnb benannte Qa^ltn ju abbieren, fo muffen fie gleidj= 
namig fein; bie ©umme ^at bie Benennung ber ©ummanben. 

@inb bie Sai)kn gleid^artig (2 m, 5 cm), fo fönnen fie ftet§ ouf biefetbc 
Seneunung gebrad^t unb alfo abbiert werben. 



§7- 
Sel^rfa^ 1. 9Sertaufd)ungögefe^ ber 3lbbition. 35er SBert ber 
Summe ätoeier ober mefjrerer ß^^Ien ift unabfjängig t)on ber SReifienfotge 
ber Oummanben. 

Se^att))tutt9 t a-\-h = b-\-a. (1) 

Settiri«- e§ ift na^ § 3: 

a + b=l + l + l-] (amal) + 1 + 1 + 1 H (bmal), 

b-fa=l-|-l-j-l-i (b mal) + 1 + 1 + 1 -^ (amal). 

3)a alfo beibe Seiten ber ©leic^ung (1) biefetbe ^tnja^I bon ©infen ent^^ 

^nüen, fo muffen fie nad^ § 4 gteid^ fein. 

2^ (Sbenfo folgt: fy. -j-&-fc = cr/+c + & = Z> + «^4-c — . 
b-\-c-^a=c-{-a-^b = e-{-b-\-a. ^^'^ 

Se^rfa^ 2. SSerbinbungggefe^ ber 9lbbition. 3Birb ju einer 
3a^t eine Summe abbiert, fo ergibt ficf) berfelbe ^^^^^^i^t, wie Wenn 
man einen beliebigen Summanben ju ber Qai)l abbiert unb ju ber fo 
erhaltenen Summe ben anberen Summanben abbiert, j. 93. 

7 + (3 + 4) = (7 + 3) + 4 = (7 + 4) + 3. 

»e^au^ltUttg. a + (b + c) =. (a + b) + c = (a + c) + b. (2*) 

»ewei^* a + (b + c) = (b + c) + a [2f. 1] = b + c -f- a [§ 6] 

== a + b + c [21 1] = (a + b) -f- e [§ 6 1. 
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3ttfa^« SP ^^^^ Summe mehrerer ©ummanben ^u einer Qaf)l 5U ah- 
bieren, fo !ann mnn entfpred^enb betDeifen 

m -j- (a -[- b -j- c) = (m -f- a) -)- b -[- c = (m -[- b) -j- c -j- a = ufm. 
2)ie§ brücft auc^ Die ©leic^uug 

m + (a + b -f- c) = m + a + b -f c (2) 

an^, menii mnii au^brüctlic^ auf bk SSermenbbnrfeit bc§ 9Sevtnufd)ung§gefete^ 
^inmeift. 

§8. 

ßc^rfa^ 1. SIbbiert man ju jeber Don ätuei gletd^en ß^flten je eine 
Don ätpei anberen gletd^en 3^^!^^"^ f^ ^f* ^^^ ^^f*^ Summe gleid^ ber 
ätüetten Summe (gemö^nlid^ abgeüirjt: (äleid^eö ju ©leid^em abbtert gibt 
®(eic^eg), ä. 93. 
au§ 1=1 unbi = Ho{9ti + ^ = ü + ^, aber aucf) ^ + ^ = j| + J. 

äJotan^fe^mtg. a = b, c = d. 

Sc^anjjtwng» a -f c = b + d. 

SJcttJci^* a + c = a + c mä) § 5, ®r. 1. 

©e|5t man recf)t§ b fiatt a, d ftatt c, fo folgt nod) § 5, ÖH'. 2: 
a -f- e = b -f tl. 

Öe^Vfa<5 2. Slbbiert man ju jeber oon gmei ungteicl^en 3^^^^" ^^^^ 
fetbe Qa% fo finb aud) bie ©ummen ungleid^, unb jtoar ift bie größere 
Summe bie, n)eIdE)e mit bem größeren Summa nben gebitbet ift (abgefürjte 
gorm: ®teid^e^ ju ©röfeerem abbiert gibt ©röfeere^), 3. 93. 
ba i>l ift i + i>i + ^. 

SBotau^fc^mig. a>b. 

Sc^anjjtuttg» a + c>b-|-c. 

SScWci^. SKai^ g 4 ift a = b -f m, 



a -^ c = b -[- 111 -f- = b -(- c -)- m, 

. • . a -j- c > b -|- c. 

Se^r|a<5 3. 9lbbiert man gu einer Qaf)l, bie größer afö eine stoeite 
ift, eine britte, bie toieberum gröfjer afö eine vierte ift, fo ift bie Summe 
auö ber erften unb britten Qai)l größer afö bie Summe an^ ber jtoeiten 
unb Dierten Qa^l (©röfeerei^ ju ®röfeerem abbiert gibt ©röfiere^), j. 93. 
bQ i>l unb }>i ift i+.i->x + -i. 
SBotauöf c^itng, a > b, c > d. 
Se^au^itnug. a -j- c > b -|- <^- 
Scinei^. 9tac^ § 4 ift a = b + m 
unb c = d -j- u, 

a -|- c = b -|- (i -j- m -f- n, 
.-. n-j-c>b-j-fl. 
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B. ^oti ber QnbttahÜon. 

§9. 
Srltarttttg. SSon einer Qdf)i eine anbete fubtrafiieren ^ei^t: bic Qaf)i 
finben, tpeld^e gu ber leiteten (ber Heineren) abbiert bie erftere (bie größere) 
gibt. 2)ie 3^^^^ ^^^ welcher fubtra^iert toirb, Reifet ber SÄinuenbuö, 
bie Qaf)l, tpeld^e f abtrainiert tpirb, ber ©ubtral^enbuö, baö (Srgebniö ber 
©ubtraltion bie ©ifferenj. 2)iefe ift alfo befiniert burd^ bie ©tcid^ung 
©ifferenj + ©ubtrafienbu^ = SÄinuenbuö. 

©oH Don ber Qa^l a bie ßa^l b fubtrol^tert werben, fo fefet man stüifd^en 
fie bQ§ 3^i^^w ( — ) wnb lieft a minu§ b ober a baöon b. ®8 bcjeid^net alfo 
a — b bie aritl^meüfd^e Sorm ber Stuf gäbe, unb menn c ba§ ©rgebniS ber 
©ubtraftion ift, befte^t bie ©leid^ung 

a — b = c. 
SBcnn bal^er a — b = c ift, f o folgt b -j- c = a. 
Umgcfel^rt, menn b -}- c = a ift, fo folgt c = a — b, b = a — c. 

S)ie Sifferenj jlDeier B^^teu a unb b ioirb bcmna^ erl^alten, inbem 
ntan bie Slnäo^l ber ©in^eiten fuc^t, mel^e man öon b qu8 öormärtS jäl^Ien 
niu§, um a 5U erl^olten, ober inbem man in ber ßQ^^I^tt^cil^c öon a au§ b 
©n^eiten jurüctjäl^It. 

Die ®rö§e a — b, meldte man für c feigen barf, brüdt ni^t nur bie 
gorberung ber ©ubtraftion, bie gorm ber ©iffercnj (formelle S)ifferenj) au§, 
fonbem aud^ ba§ @rgebni§ ber Subtraftion, bcn SBert ber S)ifferenj. 

3ttfö^. Sft eine benannte Qa^ i)on einer anbern benannten Qaf)l 
ju fubtra^ieren, fo muffen beibe 3o^kn gleid^namig fein, unb i^re 2)if- 
ferenj l^at biefelbe Benennung. 

Folgerung 1. Stuö ber @r!Iärung ber ©ifferenj folgt: 

{a—b)-\-b = a. (3) 

SBenn man jur ©ifferenj ättjeier 3<^^I^^ ^^" ©ubtra^cnbu^ abbiert, tx^ 
tjält man ben 3Kinuenbu^. 

§ieraug ergibt fid^ bie 5ßrobe auf bie ©ubtraftion. S)a§ 
a — b = x, 12 — 4 = 8 
ift, erfennt man baran, bafe 

b + x = a, 4 + 8 = 12 ift. 
Folgerung 2. SBenn man i)on ber Summe jttjeier 3ö^ten bie eine 
fubtra^iert, fo erhält man bie anbere, e§ ift 

(a + b)-h = a, (4) 

benn a ift bie 3at|lf itjeld^e, ju b abbiert, b + a ober a -|- b gibt. 

S(nmetfung* S)a eine 3^^! a bem SBerte nad^ unöeränbert bleibt, meun 
man fie um bie 3^^! ^ nad^einanber öerme^rt unb l^erminbcrt, fo finb 
Slbbition unb ©ubtraftion entgegen gefegte SRed^nung^arten. 

ftamör^sJl^aer, «rü^meHf. 37. «iifT. 2 
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§10. 

ge^rfa^ 1. Subtrahiert man öon jeber i)on gtüei gleichen Qaf)kn 
je eilte Don jtoei anbern gleici^en Qa^^n, fo ift bie erfte S)tfferen} gleid^ 
ber jtpeiten S)ifferen} (obgefürjt: ©letd^eö öon (Sleid^em fubtra^iert läßt 
©leid^eö), 5. 93. 

auö i = t unb i = | folgt t--^==|_|. 

Se^au)itung. a — c = b — d. 
äJelaetö. a — c = a — c nad§ § 5, ®r. 1. 
Scfet man rechts b ftatt a, d ftatt c, fo folgt noc^ § 5, ®r. 2 

a — c = b — d. 

Sel^rfa^ 2* @ubtrai|iert man öon stpei ungleid^en Qai)lm biefelbe 
3al^I; fo ftnb bie ©ifferenjen ungleid^, unb jtoar ift bie ^ifferenj bie 
größere, tpeld^e ben größeren SRinuenbuö enthält (abgefärgt in: ©leid^e^ 
i)on ©röterem fubtra^iert läfet Oröfeereö). 

®a |>^ift i — 1>|-^. 

SSotoui^fe^nng. a>b. 

Sel^oufitung. a — c > b — c. 

»ettiei«. 9?ad^ § 4 fefet man a = b + m, 
tiad§ § 5, ®r. 1 c = c, 

a — c = b — c + m (Sf. 1), 
. • . a — c > b — c. 

Cel^rfal^ 3. Subtrahiert man je eine t)on jttjei ungleid^en Qaf)Un öon 
jtpei gleid^en 3^^^^"» fo erhält man ungleid^e ©iffereujen, unb gtoar bie 
größere ©ifferenj ba, tpo ber Heinere @ubtrai|enbu§ ift (abgefürjt: Äleinere^ 
i)on ©leid^em löfet ©röfeere^), 5. ö. 

öon i>| unb i = | ift | — 1<|-~^. 

äSotani^fe^ung. a>b. 
ä3e^ait)itung. c — a<c — b. 
Seiaeti^ (tnbireft). grfte 9lnna^me. 

SBäre c — a = c -^ b, fo möre, ba nad^ SSoraugfe^ung 
a > b, na^ § 8, 2 
c — a-}-a>>c — b-|-b unb alfo nad^ § 9, golg. 1 
c >> c, \m^ § 5, ®r. 1 lüiberfprid^t. 
3tt)eite Slnnal^me. (3) 

SSäre c — a >> c — b, fo tüäre, ba nad^ SSorou^fe^ung 
a > b, na^ § 8, 3 
c — a-|-a>c — b-f-^f unb olf o naä) § 9, golg. 1 
c > c, tva^ § 5, ®r. 1 Wtbetfprtd^t. 
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S)a nun c — a nid^t gleic^ c — b unb nid^t größer Qt§ c — b ift, mu§ 
c§ Heiner al§ c — b fctti. 

Sel^rfal^ 4. Sft öon öter 3^§ten bte erfte größer afe bic jtpeite, 
unb bie britte fleiner alg bte öierte, fo ift bte 2)ifferenj au§ ber erften 
unb britten Qaf)l größer ate bte ©ijferenj auö ber jtpeiten unb i)ierten 
ßal^f (SIeinereö i)on ©röterem fubtrai^iert gibt ©rö^ereö). 

»etfJjieL ®a i>i unb i<l ift | — 1<|— ^. 

ä^otani^fe^ng. a>b, c<cl. 
äJe^ouptung. a — c >> b — d. 

äJeiaeid (inbircft). eingenommen, e§ tnäre 

a — c = b — d, fo möre, ba nad^ SJorau^fegung 
c < d ift mdj § 8, 2 
a — c + c<b — d'+ d, alfo nad^ § 9, gotg. 1 

a<;b, maS ber äJorauSje^ung n)ibcrfprid^t. 
SBäre ämeitenS 

a — c < b — d, fo märe, ba na(i) SJorauSfe^ung 
c < d ift, mi) § 8, 3 
a — c -j- c < b — d -j- d, alfo nad^ § 9, golg. 1 

a<;b, mo^ mieber ber SSorauSfe^ung mibcrfprid^t. 
3)0 a — c nid^t glei^ b — d ober Heiner qI§ b — d ift, mu§ e§ größer 
al§ b — d fein. 

§11. 

Sttlärung. Sin 5luSbrudE, beffen Sa^Un burd^ Slbbition ober burd^ ©üb* 
Iraftion ober burc^ beibeS miteinonber öerbunben finb, l^eiftt me^rgliebrig 
ober ein ^ßol^nom ober Stggregat; bie t)or ben gölten fte^enben Qtiä)tn {-\-) 
ober ( — ) merben il^re SSorjeid^en, bie einjelnen S^^^Icn mit i^ren SSorjeid^en 
bie ©lieber be^ JßoI^nomS genannt. SSeftel^t ba^ 5ßoI^nom qu§ jmei 
©liebern, fo ^ei^t e§ Säinom, bcfte^t e§ qu§ brei ©liebern, Srinom. ®ie 
JReil^enfotge, in meld^er bie 3ö^I«^ eine§ 5ßol^nom§ abbiert ober fubtra^iert 
werben f ollen, ift bie öon linfö nad§ red^tS; iebe onbere Slcil^enfolge mirb 
burd§ klammem angebeutet; bie eingeflammerte 3ied^nung gel^t t)or. 

Sel^rfa^ 1. 3Birb eine Qai)l mit ätnei anberen Qa^Un bnxä) Slbbition 
unb @ubtra!tion i)erbunben, fo ift ba§ (Srgebni^ unabl^ängig öon ber 
^Reihenfolge ber Operationen. 

Se^aujitung- a + & — c = a — c + ö. (5) 

Seiaeii^ (burd^ bie 5ßrobe). Slbbiert man ben ©ubtral^enbu^ c ber linfen 
Seite jur redeten (Seite, fo er|ält man nad^ (1*) unb (3): 

a — c-|-b-|-c=(a — c)-j-c-j-b=a-|-b, 
b. i. ber $0linuenbu§ ber linfen ©eite. 

Umle^ruttg» a — c-\-b = a-^b — c. (5*) 



Digitized by 



Google 



20 SSon bcr ©ubtraftion. 



Se^rfa^ 2. äSerben t)on einer Qaf)l ätpei Qai)Un itac^einanber fub= 
tradiert, fo tft baö ergebniö unabhängig i)on ber ^Reihenfolge, in ttjeld^er 
bie Qaf)Un fubtrai|iert tt)crben. 

©e^auJltttttB. a — b — c=^a — c — b. (6) 

Semeii^. Slbbtert man ben ©uBtrol^enbuS c ber linlen Seite jur rechten 
Seite, fo erl^ött man nad§ (5*) unb (3*): 

a — c — b-|-c = (a — c)-|-c — b = a — b, 
b. i. ber 90?inuenbu§ ber linfen ©eite. 

i^olgerung. ®er SBert eineö 5ßol^nomö ift unabijängig öon ber 
SJei^enfolge ber auf bie erfte 3^^! folgenben ©lieber; benn burd^ tt)ieber^ 
l^olte 2lntt)enbung ber gormein (1*), (5), (5*) unb (6) fann man jebeö 
©lieb in jebe i)orgefd^riebene ©teile bringen. 

Seifjjiel. a — b + c — d — e + f = (a + c — b — d) — e + f 
= (a4-c — b) — d + f — e = (a + c) — b + f — d — e 
= 8i -\- c -\- f — b — d — e uftt). 

§12. 

ße^rfa^ 1. ©ubtral^iert man i)on einer Qa^ eine ©umme, fo ergibt fid^ 

berfelbe ^ö^toert, tt)ie tt)enn man bie ©ummanben nad^einanber fubtra^iert. 

©e^aujltuttg. a — (& + c) = a — & — e. (7) 

äJelaeii^. Subtrahiert man bon a nur b ©in^eiten, fo erhält man a — b; 
mau l^at aber, \>a b unb c ©in^eiten fubtra^iert toerben follen, noc^ c ©n= 
Reiten }u menig fubtral^iert; biefc muß man bal^er nod^ abjicf^en unb er= 
i)äli a — b — c. 

Umfe^rung. a — & — c = a — (ft + c). (7*) 

Subtrahiert man öon einer 3^1)1 nad^einanber jttjei 3ö^I^"f f^ erfjält 
ntan benfelben 3Bert, tt)ie ttjenn man öon i^r bie Summe ber 3^^'^" 
fubtrat|iert. 

Sel^rfa^ 2. Slbbiert man ju einer Qaijl eine ©ifferenj, fo ergibt 
fid^ berfelbe 3cil^Ituert, tt)ie ttjenn man nad^einanber ben SRinuenbu^ abbiert 
unb ben Subtral^enbuö fubtral^iert. 

©e^attjjtung. a + (ft — e) = a + & — c. (8) 

äJelaeii^. Slbbiert man ju a ben 90?inuenbu§ b, fo erl^ätt man a-}-b; 
man ^at bann aber, ba nur (b — c) ©nl^eiten abbiert toerben foHen, c (Sin- 
Reiten ju öiet abbiert; bieje c ©in^eiten muß man ba^er nod^ afijiel^en unb 
erhält a -}- b — c. 

Umte^rung- a + ö — c = a + (ö — c). (8*) 

©ubtral^iert man eine Qai)i t)on einer Summe, fo erhält man ben^ 
felben 3öI|Itoert, tt)ie tt)enn man bie Qa^ t)on einem ber Summanben 
fubtrafjiert unb bie ©iffereuj jum anbern Summanben abbiert. 
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Sel^rfa^ 3. ©ubtral^iert man i)on einer ^aiH eine ©ifferenj, fo ergibt 
fid^ berfelbe ßö^Itoert, tt)ie tpenn man nadieinanber ben 50änuenbuö fub== 
tradiert unb ben ©ubtral^enbuS abbiert. 

©e^aujjtttnö. a — (b'-c) = a — b-\-c. (9) 

äJettieii^* 8ubtra]^iert man bon a ben 90?inuenbu§ b, {o erl^ätt man a — b; 
man f)at bann aber, ba (b — c) ©nöeiten fubtral^icrt merbcn foHen, c ©in*: 
l^citen 5U biet f abtrainiert; biejc c ©inl^eiten mu§ mon alfo nod^ abbieren nnb 
erhält a — b -f- e. 

Umfe^ruttg. a — b-\-c = a — {b — c). (9*) 

3lbbiert man ju einer 35ifferen} eine Qaf)l, fo cri^ält man benfelben 

3a^ttnert, ttjie tt)enn man bie Qd)l bom ©ubtral^enbuö abgießt unb bie 

erhaltene ©ijferenj üom SRinuenbuö abgiel^t. 

Se^rfal^ 4. Sine ©ifferenj bleibt ungeänbert, n^enn man 9D?inuenb 
nnb ©ubtra^enb um biefelbe 3^^! bermel^rt ober berminbert, n^enn biefe 
3a^I Heiner ate ber ©ubtra^enbu^ ift, 3. S. 

12—7=14 — 9 = 10 — 5. 

©e^aujltung- a — b = (a + m) — (b + m) = (a — m) — (b — ni). 

(9**) 
SelaeiÖ. 1. (a + m) — (b + m) = (a + m) — b — m (7) 
= (a 4- m) — m — b (6) = a — b (4). 
2. (a — m) — (b — m) = (a — m) — b + m (9) 
= (a — m) + m — b (5*) = a — b (3). 

S(nmet{unf|. 3)ie gormetn (7), (8), (9) taffen fid^ anä) burd^ bie ^robc 
auf bie ©ubtraftion benjeifen. 

gfolgening^ 2Iug ben gormein (2), (7), (7*), (8), (8*), (9), (9*) er. 
gibt fidt) bie gmeite ,®Iammerregel: 

3!n einem meijrgliebrigen 9tugbrude barf man nad^ einem ?ßluö= 
jeid^en eine Älammer büben ober fortlaffen. 

3n einem me^rgliebrigen SluöbrudEe barf man nad^ einem 9Kinu^=^ 
jeid^en eine klammer bilben ober ttjeglaffen, ttjenn man bie Qexii)en (+) 
ober (— ) in ber ^(ammer in bie entgegengefe^ten (— ) bejie^ungöttjeife (+) 
uerttjanbelt. 

5)ie Siegeln gelten nid^t nur bon einem Srinom, foubem auc^ bann, 
meun in ber S^lammer dn 5ßott|nom fte^t ober nad^ einem Pu§. ober 3Rinug:= 
jeid^en ein me^rgliebrigcr 9tu§brucf in Klammer gefegt merben joll, mic man 
bur^ mieber^olte 9lnmenbung ber oben genannten gormcln in jcbcm gatle 
leicht jeigen faun, j. ^. 

a + (b + c — cl) = a+[b4-(c — d)] = a + b + (c— a)=a+b+c— d, 
a — (b -f c — (1) = a — [b 4- (c — d)] = a — b — (c— d)=a— b - c-f-d. 



Digitized 



by Google 



22 SJon ber 3)ilultiplitation. 



@inb in eine S'Iammer eine ober ntel^rcre ffilamntcm eingcfd^Ioffen, fo 
löfl man fie anf, inbem ntan entmebcr t)on ber innerften jur äußerften, ober 
inbem man öon ber äu^erften jur innerften fortfd^reitet. ®§ ift j. 83. 
3+(30-{18— [6— (4— 3)]+7}+8)=3+(30— {l8-[6— 1]+7}+8) 
=3+(30 — {18— 5+7}-|-8)=3+(30 — 20+8)=3+18=21. 
a+(b-{c-[d-(e-f)]+g}+h)=a+b-{c-[d-(e-f)l+g}+h 
==a4-b — c + [d — (e — f)] — g + h=a+b— c+d— '(e— f)— g+h 
= a-|-b — c + d — e + f — g + h. 



2. ^apiUl QSon ber ^Qluttipaftaiion unb S){ü{fion. 

(5lcct)nung5arien ber sroetten 6tufe.) 

A. ^oti ber {lihtifipßbafion* 
§13. 

@rnärung. SBenn in einer formellen ©umme bie ©ummanben einanber 
öleid^ finb, fo öerbinbet man einen ber ©ummanben mit ber Stnjal^I berfelben 
bur4 ein liegenbeS ^euj (X) ober burc^ einen 5ßunlt {-), fe^t alfo 

4 + 4 + 4 = 4X3, a + a + a-| |-a(bmal) = a. b (10) 

unb lieft bie erl^altene gorm 4 mit 3 (ergönje: multiplijiert) ober 4 breimat 
(meniger genau 4 mal 3), ebenfo a mit b ober a bmal. 5)iefe 2lrt au§ jtt)ci 
Sollten a unb b eine neue S^^l 5^ bitben, ^eißt 3RuItit)Iifation. 

©nc Qafjti a mit einer 3^^^ b muIttpUäieren l^eifet: bie Summe 
t)on b ©ummanben bilben, bereu jeber gtetc^ a ift. 

S)ie Qafjl a, toelci^e ben 3Bert jebe^ ©ummanben angibt, ^ei^t 3KuIti = 
pitfanbuö, bie Qaf)i h, loelc^e bie "än^af)! ber ©ummonbeu angibt, 
SRuItipIilator; ba§ (Srgebniö ber SKuItipIilation toirb ?ßrobuft ge= 
nannf. (£in $ßrobuIt ift bemnacf) eine ©umme gleid^er ©ummanben. 

a-b begeid^net bie aritl^metif^e gorm ber 9tufgabe, unb loenn c ba§ 
^robult ift, fo beftel^t iie ©leid^ung 

a . b = c. 
5)ie ®rö§e a • b, n)eld^e man für c fe^en barf, brüdt nic^t nur bie gorberung 
ber SRuItipIifation (formelles ^ßrobult), fonbern au4 i^t ©rgebni§, ben 
SSert beS ^ßrobulteg au§. 

SDaS SRuttipIifationgjeic^en barf beim ©d^reiben bor einem SSud^ftaben 
unb bor einer Slammer fortgelaffen toerben, im erfteren galt aud^ beim 
©pred^en. ©tatt 3 • a fd^reibt man 3a unb fprid^t brei a, ftatt a • b fd^reibt 
man ab unb fprid^t abt, ftatt 3 • (5 + 7) fann man 3(5+7) fd^reiben, 
fprid^t aber brei (multiptijiert) mit ber ©umme: fünf plu§ fieben (meniger 
^enau: 3 mal, Slammer auf, fünf ptug fieben, fölammer ju). Um baS SRuIti^ 
pIifation§äeid^en fortlaffen ju lönnen, fe^t man a + a + a = 3a, nid^t, lüie 
rid^tiger märe, a • 3 (bgl. § 14, 3«f-)- 
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t^olgentttg. ®er SRuItipKIanbuS @in§ !ann beliebig loeggelaffen unb l^inju^ 
flefügt tüerben. ©tatt 1 -f- 1 + 1 ifl formell 1 • 3 ju fe^en, bo^ @rgebni§ 
ift aber 3. ©tott ber 3df)l 3 barf nton beS^atb au^ bag ^ßrobuft 1-3 

fd^rciben. ©tatt l-f-l + lH hl (amol) jd^reibt man junöd^ft 1 -a, 

fobann la ober nai) § 3 furj a. SKan borf ober aud§ umgcle|rt für a, tt)0 
^§ jlücdEmö^ig crfd^eint, la fe^en. 

3ufal^ 1. ^uä) mehrere Qaf)lm tann man miteinanber multipltjieren, 
inbem man bie 1*^ mit ber 2^^, xf)x ^robu!t mit ber 3^«« uftp. muItipKjtert. 
1J)ie JU multiplijierenben 3^^!^" führen ben gemeinfd^aftlid^en SWamen 
galtoren. 

3ufa^ 2. S)er aWuIttpIüator mufe eine unbenannte Qaf)l fein. Sft 
t)er SDhiltipIilanb benannt, fo i|at baö ^robuft biefelbe Benennung. 

Sel^rfal^ 1. SRuItipIiäiert man jebe Don jtt)ei gleichen Qaf)Un mit 
ierfelben britten Qai)l, fo ert)ätt man gleid^e ?ßrobuIte, j. 35. 
ba i = h ift -3r.l2 = |.12. 

33otattiSfe^iing* a = b. 

Sel^aufitung. ac==bc. 

9tis>ttö. 2tu§ a = b unb nod^maI§ a = b folgt nad^ § 8, 1 a-f-a 
=b-{-b, fügt man mieber a=b l^inju, fo crl^ält man a-|-a-|-a=b-|-b-|-b. 
1S)ie§ foun man cmal fortfe^en unb er^&lt 
a-|-a-|-a-| [-a(cmal) = b-f-b-|-b = f- b(cmat), b. i. a-c = b-c. 

Sel^rfa^ 2. 9KuItit)Iiäiert man jebe i)on p)ti gleid^en Qaf)lm mit 
je einer öon jtoei gleichen 3^^^^^/ f^ erl^ält man gleid^e ^robulte (ab^^ 
flefürjt: ©leid^eg mit ®leid^em multipliäiert gibt Qilää)tS), j. S5. 

äJotOUi^fe^ttg. a = b, c = cl. 
ä3e]^ait)itmtg. ac = bd. 

SSettiriö. SWa^ Se^rfafe 1 ift ac = bc. 9kc^ § 5, (Sr. 2 barf id^ für c 
iaS il^m gteid^e d in ha^ än)eite 5ßrobuft einfe^en unb erl^altc ac = bd. 

Sel^rfa^ 1. äSirb eine unbenannte Qaijl mit einer jttjeiten QafjH multi= 
:))Iiäiert, fo erl^ält man baöfelbe ?ßrobu!t, mie toemt man bie jttjeite Qaf)l 
mit ber erften multiplijiert, ober baö 5ßrobuIt bleibt ungeänbert, ttjenn man 
^ultiplilanbuö unb 9KuItit)fifator miteinanber öertaufd^t, i)orau§gefe^t, 
"ba^ beibe unbenannt finb. (SSertaufc^un^ögefe^ ber 9)?uItit)Hf ation.) 

Se^ruiptung* 3- 4 = 4. 3. 

Semeii^. (£§ ift 3-4 = 3 + 3 + 3 + 3, unb loenn mon bie dreien 
in Sinfen jerlegt, ift 

3. 4 = (1 + 1 + 1) + (1 + 1 + !) + (! + 1 + 1) + (1 + 1 + 1), 
4.3 = 4+4+4=(l + l + l + l) + (l + l + l + l)+(l + l + l + l). 
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9?ad^ bem SScrBinbung^gefe^ bev Slbbition fann man bic filammern fort=^ 
laffen unb erholt 

3.4 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1, 
4.3 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1. 
5)a bie rechten <Btittn ber ©leic^ung gteid^ finb, muffen mä) § 5, ®r. 3- 
aui) bie linfen Seiten gteid^ fein, alfo 3-4 = 4.3. 

tiefer Semei^ ift mit beflimmten 3ö^te^ g^fw^^t lüorben unb lä^t fid^ 
in gleid^er S33eife mit je jmei natürlid^en Saijkn burd^fü^ren. (£r gilt aber 
audf) für beliebige 30^^^". 

Se^ait)itung. ab = ba. (ll> 

SettIcR es ift ab = a + a + a -] [- a (bmal). 

SebeS a jcrlegt man in feine ©infen unb erhält, tüenn man je a ©infeit 
in eine S^xlc fe^t, b Seiten Don fold^en ®in[en: 

fl + l + lH [-1 (amal) 

1 + 1 + lH hl (amal) 



ab = 



1 + 1 + lH \-l (amal) 

(b Seilen). 

^2lbbiert man bit fenfred^t untereinanber fte^enben ©infen, fo erhält man 
an§^ jeber «Staffel b, alfo ift 

ab = b + b + b-] \-h (amal), 

bie§ ift aber nad^ ber Definition b • a. Sllfo ift ab = ba. 

liefen @a^ fprid^t man furj folgenbermagen au§: ®er SBert eine§- 
^robufte§ ift unabhängig öon ber {Reihenfolge ber gaftoren. S)orf^ 
barf man nid^t überfe^en, bag bie Slntüenbung eine§ 9?amen§ für 9Kulti= 
pIifonbu§ unb SKultiplifator erft fad^lid^ bered^tigt ift, nad^bem man nad^== 
gelüiefen ^at, ba§ fie miteinanber bertoufd^t werben fönnen, ol^ne ba§ ©rgebni^ 
ju önbern. ®ie SSermenbung be§ 51u§brudf§ gaftoren in § 13, Swf^fe 1 ^^^ 
alfo nur eine formelle. 

3uf a^. a + a + a + a = a.4 = 4a, 

(a + b) + (a + b) + (a + b) = (a + b) . 3 = 3 (a + b). 

Stnmertung 1. 2)a§ 9Sertaufd^ung§gefe| ber 33?uUiplifation: 
gilt nici^t für benannte Qai)Un, / 

äJeiaeii^. '^aä^ ber ®rflärung ber SKultiplifation mug ber 90?ultiplifator 
unbenannt fein (§ 13, guf. 2). SScrtaufc^t man nun 9Kultipli!anbu§ unb SRuIti^ 
plifator, j. 93. in bem ^ßrobuft 3 kg. 4, fo erhält man 4 • 3 kg, b. ^. ic^ 
foH na(^ § 13 bie öier 3 kg mal als Summanb fe^en. 5)aS ift ftnnloS. 
5Iud^ barf man fid^ nid^t baburd^ täufd^en laffen, ba§ 3 kg . 4 = 4 kg • 3 ift, 
benn ^ier ^at man nxd)t 9)iultipiifanbu§ unb SUiultiplifator, fonbem bie in 
i^nen enthaltenen 3^^!^^ bertaufd^t. 

®a baS SSertauf^ungSgefe^ baS gunbament aller folgenben SDMtipli^^ 
fationSregeln ift, tut man am beften. grunbfö^lid^ nur bie in ben benannten 
3af)len entl^altenen gci^I^erte 5U multiplijieren, b. ^. bie Benennungen fort^ 
julaffen unb fpöter finngemö^ ^insuäufügen. 
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9lmtter{uu(| 2. ©off ba§ SSertaufd^ung^gefe^ anä) für benannte 3^^^« 
gelten, fo mng für bie SKnltiplifation eine anbere ©rflärung gegeben ttjerben 
afö in § 13, nämlid^: ®a§ 5ßrobu!t mirb fo au§ bem äRuUipIüanbu^ 
gebitbet n)ie ber WlnUipUtatox au§ ber (Sinl^eit. 3 kg entftel^t a\x^ 
1 + 1 -f- 1 unter ^injufügung ber SSeseid^nung kg. S)a§ 5ßrobuft 4 • 3 kg 
ift atfo ju bitben au§ 4 -j- 4 + 4 unter ^injufügung ber Sejeid^nung kg. 
$ierburd§ ift bie SSefd^ränfung (§13,3iif-2) aufgel^oben, ba§ ber SKulti^ 
plüator unbenannt fein mu§. 3n biefem ©inne fann man aud^ 3 cm mit 4 cm 
muüiplijieren. 4 cm entfielt au§ 1 -]- 1 -f- 1 -j- 1 burd§ ^injufügen ber SSe^ 
jeid^nung cm, 3 cm -4 cm atfo burd^ 9lbbition öon 3 cm-|-3 cm-|-3 cm-|-3cm 
unb ^injufügen be§ SBorte^ 3^^timeter ober in 3^^^^ cm. @§ ift atfi> 
3 cm • 4 cm = 12 cm • cm. ©ne fold^e SRed^nung ^at nur ©inn, ttjenn bie neue 
Sejeid^nung erflärt werben fann, j. S3. cm • cm ate ein Duabrat, beffen Seiten 
je 1 cm lang finb. @6enfo fann man 3 m mit 4 kg multipüjieren unb erl^ält 
12mkg, ha^ einen p^^fifalifc^en Sinn ^at 

Se^rfa^ 2. Sßerbinbung^gefe^ ber SRuItipüf ation. 3Benn man 
ein ^ßrobuft mit einer Qa^ multiplijiert, fo ergibt fid^ berfelbe ßö^Itoert,. 
toie tuenn man einen gaftor mit ber ßti^I multi^jlijiert unb baö fo ent= 
ftanbene 5ßrobuft mit bem anberen gaftor multiplijiert, j. 35. 

(3 . 4) . 5 = (3 . 5) . 4 = (4 . 5) . 3. 

SJe^au^itung* (ab) . c = (ac) • b = (bc) • a. (12) 

93ettlCti$« @§ ift ab . c = ab -}- ab 4" at) H ab (cmal) 

^^a-f-a-l-a-l |-a (bmal) 

-|-a-[-a-[-a-| |-a (bmal) 



-f-a-j-a-f-a-j \- a. (bmal) 

(c 3eilen). 

3lbbiert man bie fenf redeten Sieil^en, fo erhält man au§ ber erften, \>a 
c 3eilen borl^anben finb, ac, au§ ber jn^eiten ebenfo unb fo fort bmn(, b. ^. im 
ganjen (ac)-b. 

Se^rfa^ 3. SRuItipliäiert man eine ßöl^l tnit einem 5ßrobuft, fo er= 
()ält man benfelben 3ö^Ientoert, toie toenn man mit ben einjelnen gaftoren. 
nad^einanber multipliäiert. 

SSel^au^itung^ a • (bc) = (ab) • c 

SSetoeiiS* S)a bc eine unbenannte 3^^! ift, barf iä) SRuItipIifanbuS unb 
"Biultipüfator nad^ Se^rfa^ 1 ber tauf d^en. ®g ift a • (bc) = (bc) • a. 5)iefe§- 
ift aber nad^ Sel^rfa^ 2 gleid^ (ab)-c. 

Folgerung. S)er 3Bert eine§ ^ßrobuften^ mel^rerer Jaftoren ift un^ 
abhängig öon bereu Sieil^enfolge. 

SSel^au^lltung. abc = acb = bac = bca = cab= cba. (12*) 
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9mü^. Unter abc tft mä) § 13, 3uf. 1 (ab) • c ju öcrftcl^cn, bie§ tft 
Ttod^ ßel^rfa^ 2 gletd^ (ac) • b = acb unb gteic^ (bc) • a = bca. 3)a ab = ba 
toar, ift (ab)c = (ba)c = bac unb bie§ nad^ Se^rfa^ 2 glcid^ (bc) • a = bca. 
(Snblid^ tft, ba ac = ca tft, (ac) • b = (ca) • b = cab. 

Slntnetfmtg 3. Sn einem ^robu!t au§ ntel^reren gaftorcn barf ^öd^ften^ 
ein gaftor benannt fein; btefer tft al§ SKuItipIifanbuS ju betrad^ten. S)a^ 
iprobuft erl^ält biefelbe ^Benennung tt)ie ber 3ßuttip(i!anbu§. 

Slntnerfung 4^ 3?ur bei ber in Slnnterfung 2 gegebenen Definition be§ 
1ßrobuft§ !önnen mehrere gö^toren benennt fein. Eine ^ifte bon 5 dm Sönge, 
4 dm 83reite, 3 dm ^öl^e l^at ben SRauntinl^aU 5 dm-4 dm-3 dm = 60 dm dm dm. 
U)ic§ dm dm dm fö§t fid§ afö ein SBürfel auf f äffen, beffen Tanten je 1 dm 
lang finb. 1 S!ubi!bejimeter ift gleid^ 1 Siter. SSorfid^tiger bleibt ntan bei 
t)er einfad^ften ©rlläritng be§ 5ßrobuft§ (§ 13) unb U^t, fobatb benannte 
^al^tcn ju multiplijieren finb, aße Benennungen fort, multipüiiert bie reinen 
gal^Ien unb fügt bie Benennung finngentöß l^inju. 3n beut 93eift)iet mürbe man 
bcö^alb red^nen 5 • 4 • 3 = 60, unb ba e§ fid^ um ha^ SSotumen eineS Sörper§ 
l^anbelt, getrennt bon ber ©leid^ung, fd^reiben 60 Subifbejimeter ober Siter. 

Folgerung 2. 2)er 3Bert eine^ $ßrobuIteö au^ jtuei ober meisteren 
Ißrobuften änbert ftd^ nid^t, tuenn man il^re gaftoren in beliebiger 9teil^en= 
folge multt^jliäiert. 3. ®. (3 ab) - (5 cd) = 15 abcd. 

^nmerluttg 5. @inb bie gaftoren einanber gleid^, fo fd^reibt man 
in abgefüräter gorm a^ für aa, a^ für aaa, a^ für aaaaa uftp. unb lieft a^ 
„a l^od^ 2", a^ „a l^od^ 5". SRan nennt eine ©röfee Don ber gorm a^ , a^ • - 
-eine ^ßotenj, a t^re ©runbäal^I ober Bafiö, 2, 3 ufto. i^ren @e= 
4)onenten; a^ mirb aud^ ba^ Duabrat Don a, a^ ber Äubu^ Don a 
genannt. 

Folgerung 3. @inb ^ßotenjen ju multiplijieren, fo finbet man ba§ 
Ißrobuft burd^ ß^^^^P^S i^ gaftoren unb ßi^f^^^^^föffung: 

a3 . a2 = (aaa) • (aa) = aaaaa = a^ + s = a^ (ügl. § 45, 2. 1), 
a* . a^ = (aaaa) • (aaaaa) = aaaaaaaaa = a*+^ = a^, ufm. 

SÖZuItipItäiert man jtuei 5ßotenjen berfelben ®runb jal^I, fo erl^ält man 
t)en ßö^Itoert einer 5ßotenj biefer ©runbjal^I, beren (Sjponent gleid^ ber 
<Summe ber ©sponenten beiber ^Potenjen ift. 

§15. 

©ritte mammerregel (Dgl. § 6, (£rf(. 2, § 12, g.). 

3n jebem sufammengefe^ten StuöbrudEe ge^t bie 9ied^nung ^ö^erer 
@tufe ber jenigen nieberer ©tufe, alfo bie äWuItipIifation ber Slbbition, 
fiejügüd^ ©ubtraftion Dor. dagegen gilt bei 9ied^nungen gleidjer ©tufe 
iie Sieil^enfolge Don linfö nad^ red^tg. ©oK eine anbere 9iei^enfoIge 
eintreten, fo tuirb bieg burd^ klammern angebeutet; bie eingeftammerte 
3led^nung ge^t Dor. 
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^n bcm 2lu5bruic a — bc ift bal^cr 5ucrft c mit b ju muttiplijierett 
iinb ba§ 5ßrobuIt öona ju fubtra^ieren. in htm 9lu§brudc (a — b)c l^at 
man juerft b bon a ju fubtral^ieren unb bic ©iffercnj mit c ju multiplijieren. 

©in ^robuft bilbet in einem ^ot^nom nnr ein ®tieb; e§ bcftcl^t ballet 
a-f-bc-f-d au8 brci, (a-f-b)c-|"<^ ^^^ ä^^i ©tiebern. 

Se^rfa% 1. 9KuIti))Iijicrt man eine ©umme mit einer Qa% fo er== 
•gibt fid^ berfelbe Qai)\tottt, tt)ie toenn man jeben ©ummanben mit t^r 
Tnulti))liäiert unb bie erl^altenen 5ßrobuIte abbiert. (SSerteilungögefe^ 
t)er SRuItipIifation.) 

©e^auJJtttttfi. (a + b)c = ac + bc. (13) 

»emeiS. (a + b) . c=(a+b) + (a+b) H [- (a+b) (cmd) (nad^lO) 

= a-fb4-a + b4 |-a + ^ (^«"«^0 (^^^ 2) 

= a -j- a -j- a -f- • • • (cmol) -f b -j- b + b -| (cmol) (naä) 1*) 

= ac-f-bc (nad^ 10). 

S)ieg gilt aud^ bon einer ©umme mel^rerer Saf)ltn 
(a 4- b + c) . d = ad + bd + cd. 

8el^rfa% 2. 5D?uItipIijiert man eine S^ifferenj mit einer Qaf)i, fo ergibt 
fid^ berfelbe ßo^Ituert, toie tuenn man 5D?inuenbug unb ©ubtral^enbu^ einjeln 
mit ber Qaf)i muItipKjiert unb baö gtüeite ^ßrobuft bom erften abjiel^t. 

©e^auJJtUttg- (a — b)c = ac^bc. (14) 

»etuciig. (a — b)c=:(a— b) + (a— b) + (a— b) + ...(cmQl) (nac^lO) 

= a — b + a — b + a — b -j (c mal) (§ 1 2, golg.) 

=a+a+a...(cmQl)— (b+b+b...(cmal))(§ll,gol9v§12,5oIg.u.§5,®r.4) 
= ac — bc (nad^ 10).. 

3ttfa^* ®tt^ aSertaufc^ung ber ©eitcn ber ©leid^ung (13) unb (14), 
t)ie nad^ § 5, ®r. 4 geftattet ift erhält man 

ac + bc = (a + b).c 
ac — bc = (a — b)-c, 
«Ifo ben ©a^: SBerben jtuei 5ßrobuftc, tueld^e einen gemeinfamen gaftor 
l^aben, abbiert ober fubtral^iert, fo ergibt fid^ berfetbe ßöi^toert, toie tuenn 
man bie ©umme bejiel^ungötueife bie ©ifferenj ber befonberen gaftoren 
mit bem gemeinfd^aftlid^en gaftor multi))liäiert. (3lbfonbern beö gemein^ 
fd^aftlid^en gaftorö.) 

5)a (a-|-b)-c = c(a + b) ift, lann man ben gemeinfd^aftlid^en %attox 
cu6) bor bie Stiommer fc^en. (Sbenfo gilt 

m(a -|- b — c — d) = ma -|- mb — mc — md 
= am -|- bm — cm — dm = (a -f- b — c — d)m. 

§16. 
Se^rfa% 1. SRuItipIigiert man eine ©umme mit einer Summe, fo 
ergibt fid^ berfelbe ßöi^ttoert, toie toenn man jeben ©ummanben ber erften 
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Summe mit jebem ©ummanben ber ätoeiten ©umme multi^jüäiert ünb 
bie erhaltenen 5ßrobufte abbiert, j. 93. 

(3_|_4)(5_|_7)=3.5_j_4.5_j_3.7_|_4.7=15-j_ 20+21+28=84=7-12. 
»e^atHJtung. (a + b)(c + d) = ac + bc + ad + bd. (15) 

äSetoeiiS. ©e^t man c + d = m, fo erl^ält man (nad^ 13) 
(a + b) (c + d) = (a + b)m = am + bm = a(c + <i) + H^ + ^) 
= ac + ad + bc + bd = ac + bc + ad + bd. 

Se^rfa^ 2. 3J?uItipHäiert man eine ©umme mit einer 2)ifferen5 ober 
eine ©ifferenj mit einer ©umme, fo erhält man benfelben ßö^Itoert, tüte 
toenn man jebeö ®Iieb ber ©umme mit jebem ©lieb ber ©ifferenj multi^ 
pitäiert unb bie "Seilprobufte, tt)eld^e ben ©ubtra^enbuö aU gaftor tnU 
Italien, Don ber ©umme ber SleiI)3robufte, toeld^e ben SRinuenbuö ent== 
galten, abjie^t, j. 95. 
(3+4)(7—5)=3.7+4.7— 3.5— 4.5=21+28— 15 — 20=14=7.2. 

»ellau^tung !• (a + b)(c — d) = ac + bc — ad — bd. (15*) 

SSetoet^* ©e^t man c — d = m, fo erl^ält man (nad^ 14) 
(a + b) (c — d) = (a + b)m = am + bm = a(c — d) + b(c — d) 
=: ac — ad + bc — bd = ac + bc — ad — bd (naä) § 12). 

»ellauJjtUttft 2. (a — b) (c + d) = ac - bc + ad — bd. (15 **> 

ä3ettieti^. 3laä) bem SSertaufd^ungSgefefe unb (15*) ift 
(a — b) (c+d) = (c+d) (a — b) = ac+ad — bc — bd=ac — bc+ad — bd. 

Sel^rfa^ 3. SRuItipIiäiert man eine SDifferenj mit einer S)ifferenj^ 
fo erhält man benfelben ßti^Itoert, tt)ie toenn man jebeö ®lieb ber erften 
S)ifferenj mit jebem ®Iieb ber gtoeiten ©ifferenj multi^jlijiert, bie ^ßro- 
bufte ber jtoei ©ubtral^enben ju bem 5ßrobuft ber jtoei 9D?inuenben abbiert 
unb oon biefer ©umme bie "Seitprobufte fubtra^iert, toeld^e au§ je einem 
SRinuenb unb einem ©ubtra^enb gebilbet finb, j. 95. 

(12 — 8) . (7 — 5) = 12 . 7 + 8 . 5 — 8 . 7 — 12 . 5 
= 84 + 40 — 56 — 60 = 8 = 4 . 2. 
»e^auJJtunft. (a — b)(c — d) = ac + bd — bc — ad. (16) 

SSetoetiS« ®§ fei c — d = m, bc = p, bd = q. @o ift 

(a — b) (c — d) = (a — b)m [®r. 2] = am — bm [14] 

= a(c — d) — b(c — d)[®r.2] = (c— d)a— (c— d)b[ll] 
= ca — da — (cb— db) [14] = ca — da— (p— q) [®r.2] 
= ca — da — p + q [9] = ca — da — bc + bd [®r. 2]. 
Um ber entfpred^enben Slnorbnung Witten fd^reibt mau 

(a_b)(c — d)=ac — bc — ad + bd. (16) 

ße^rfaft 4^ S)aö Cuabrat ber ©umme jtoeier S^f)Un ift gleid^ ber 
©umme ber Quabrate beiber ß^'Ö^^"/ öerme^rt um baö bo)3peIte ^ßrobuft 
beiber ßa^len. 
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»eljaJUJttttld. (a + b)2 = a2-f-2ab + b2. (17) 

»etaci«. (a + b)2 = (a + b) (a + b), § 14, 9Inm. 5 
(a-f b)(a-j-b) =aa--|-ba4- ab + bb (15) 
aa + ab + ab 4- bb = a^ + 2ab + b^, § 14, 1. gufatj 
(a-j-b)2 = a2-t-2ab + b2. 

Se^rfa^ 5. ®a§ Duabrat ber ©ifferenj jtüeier ßoi^fen ift gleid^ ber 
©uinine ber Cuabrate beiber 3^^^^"^ berminbert um baö bop:peIte ^ßrobuft 
betber ß^^I^^* 

»e^oinitung. (a — b)2 = a2 — 2ab + b2. (18) 

»emetö. (a — b)2 = (a — b) (a — b), § 14, »(ntn. 5 

(a — b) (a — b) = aa — ba — ab + bb (16) 
aa — ab — ab + bb = a2 — 2ab + b^ § 14, 1. 3ufnt 
(a_b)2 = a2 — 2ab4-b2. 
Se^rfa^ 6. 2)a^ 5ßrobuft auö ber Summe unb ©ifferenj stoeier 
3o^Ien ift gleid^ ber ©ifferenj ber Quabrate beiber 3^^^^"/ ^^^ umge= 
ie^rt: S)ie SDifferenj ätpeier Quabrate ift gleid^ bem ^ßrobufte au§ ber 
Summe unb ©ifferenj ber ©runbäa^Ien. 

»ellauJjtUttg. (a + b) (a — b) = a2 - b2. (19) 

SSetUCt«* (a + b) (a — b) = aa4- ba — ab — bb (15 *) 
aa + ab — ab — bb = a2 — b2, § 14, 9(nm. 5 
(a-[-b)(a — b) = a2 — b2. 

B. q3on ber S)tt)tfton. 
§17/ 

@rllärung. (Sine 3ö^I '^^^ä) eine jtüeite 3ö^I biüibieren l^eifet: eine britte 
3o^I fud^en, tpeld^e mit ber gtueiten multi:pliäiert bie erfte gibt. S)ie erfte 
3a^I, tueld^e biüibiert toirb, l^eij^t ber S)il)ibenbug, bie jtpeite, burd^ tpeld^e 
biöibiert tuirb, ber S)it)ifor, baö ©rgebni^ ber 2)it)ifton ber Quotient. 

@oü bie ßdf)l a burd^ b biDibiert tüerben, fo fe^t man jtüifc^en fie bo^ 
ßeid^en (:) unb lieft „a. biöibiert burd§ b", ober „a burd^ b". ®§ bejeid^net 
atfo a:b bie arit^metifd^e gorm ber S)it)ifion, unb, n^enn c ba§ (Srgebni^ 
ber 5)it)ifton ift, befte^t bie ©leid^ung 

a : b = c. 

SBenn ba^er a:b = c ift, fo folgt bc = a; umgefe^rt, tt)enn bc = a 
ift, fo folgt a:c = b, a:b = c. 3ft ha^ 5ßrobuft bc = a, alfo aud^ ber 
3RuItipK!anbu§ b benannt, fo löft bie ®(eid§ung a : b = c (24 m : 6 m = 4) 
bie grage, mt oft ber ®it)ifor im 5)it)ibenbu§ entl^dten ift. S)ie 5)it)ifion 
ift ein aKcffen, ber Duotient eine unbenannte 3^^^- ®i^ (äleid^ung 
a : c = b (24 m : 4 = 6 m) töft bie grage, n)ie groß ber Seit ift, meld^er 
cmat genommen ben SDiüibenbuS a hervorbringt. ®ie S)it)ifion ift ein Seilen, 
ber duotient l^at bie ^Benennung be§ S)it)ibenbu§. 

Stntnerfung L Steffen unb Seilen !ann aud^ bei unbenannten 3^^^^^ 
unterfd^ieben n)erben. Sft ein 5ßrobuft unb ein gaftor befannt, fo ftnbet man 
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ben unbelannten %altov burd§ S)iDifion, unb jtüar, tüetiu c§ bcr SWuItipli^ 
fanbug tft, burd§ leiten, menn c§ ber äRuItipIitator ift burd^ SReffen. S)ie 
^Jlufgabe 12 : 4 gcftattet jlDci ßöfungen. Seim jeilen jericgc ic^ 12 in 4 gleid^e 
Snntmanbcn unb gebe bie ®rö§c bicfeö ©ummanbcn 3 an, beim SWeffeit 
untcrfud^e id^, tt)ic oft 4 bon 12 fubtral^icrt merben fann. bi^ ber Sleft 3lnU 
bleibt. 3^ fi«i>e 12 — 4 — 4 — 4 = 0, iä) mu§ alfo bie 4 breimal bon 12: 
fubtra^ieren. ®ie SSertaufc^barfeit bon 9Wu(ttpIifanbu8 unb 3KuIti^)Iifator ge== 
ftattet e§, bicfe jn^ei burd^au§ berfd^iebencn Operationen formell ju ber einen^ 
ber Dibifion, jufammenjufaffen. 9lud§ bie Slbbition ^at ftreng genommen jtoel 
Umfel^rungen, je nad^bem man ben erften ©ummanb (9(ugenbu§) ober ben 
ättjeiten ©ummanb (StbbenbuS) fud^t. ^tibt finb aber nid^t ttjefentlid^ ber= 
fd^ieben, n^eil bie ^Reihenfolge ber ©ummanben beliebig ift. @^ gilt bemnad^ 
ber ©a^: S)ürfen iti einer Operation bie SRed^enja^Ien bertaufd^t tt)erben 
(2tbbition, Sßultiplitation), fo ^at fie nur eine Umfel^rung, unb für fpdter 
fei barauf l^ingettjiefen, bag, ttjenn bie Stechen jagten nic^t bertaufd^t werben 
bürfen (5ßotenjierung), jn^ei Umf errungen bor^anben finb. 

Slntnetfung 2. @§ ift oft jmedmägig, bie S)iöifion aud^ au^brüdftid^ afe 
Teilung ju befinieren: ©ine Qaf)l huxä) eine ätt)eite bibibieren l^eigt bie erfte 
in fo biel gleite ©ummanben ^erlegen, tük bie jmeite angibt. S)a§ @rgebni§- 
ift gleid^ bem ©ummanben, j. 93. 

12 = 3 + 3 + 3 + 3, alfo 12 : 4 = 3 

a = c + c + c • • • (bmal), alfo a : b = c, 

ober atö äReffung: @ine Qai)i burd^ eine jmeite bibibieren ^ei§t bie jtüeite bon 

ber erften fo oft fubtra^ieren, bis fein SReft übrig Utiit Sa§ @rgebni§ ift 

gleid^ ber 9lnjal^l ber nötigen ©ubtraftionen, }. 93. 

12 — 4 — 4 — 4 = 0, alfo 12 : 4 = 3 

a — b — b (cmol) = 0, alfo a : b = c, 

3tntnerfung 3^ ®ibt man bem Sertaufc^ungSgefe^ bie §orm: Seim Slb- 
bieren unb äRuItipIiäieren bürfen bie erfte unb äroeite Qafjl bertaujd^t werben,, 
o^ne bog bie britte (ba§ ©rgebniS) fid^ änbert, fo folgt barau§ für ©ubtraftion 
unb 5)ibifion, ba§ man bie jttjeite unb britte S^i)l bertaufd^en !ann, o^ne ba§ 
bie erfte fid§ ju dnbern brandet, um eine rid^tige ©leid^ung ju erhalten. 
au§ 5 + 7 = 12 folgt 

I. 7 + 5 = 12 IL 12 — 7 = 5 III. 12 — 5 = 7 
9tu§ 3 . 8 = 24 folgt 

I. 8 . 3 = 24 IL 24 : 3 = 8 in. 24 : 8 = 3 
ober allgemein au§ 

a + b = c:Lb + a = c II.c — a = b III. c — b = a 
a.b = c: I. b-a = c IL c:a = b III. c : b = a. 

§18- 
^Folgerungen, l. 3Benn man einen Quotienten mit feinem 2)ibifor 
multipliäiert, fo erhält man ben S)ibibenbuö. 

e§ ift. (a : 6) 6 = a, (20) 

benn (a:b) ift bie 3^^^* toeld^e mit b multiplijiert a gibt. 
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^icraug ergibt ]iäj bic 5ßro6e auf bie Dibifton. Dag 
a:b = x, 12:4 = 3 

i\t, ericnnt man baran, baß 

X . b = a, 3 . 4 = 12 ift. 

2. 3Senn man ein 5ßrobu!t burd^ einen feiner gaftoren biöibiert^ 
erhält man ben anbern. 

es ift (ab) :b = a, (21) 

benn a ift bie Qdf)if meldte mit b muttiplijiert ba ober ab gibt. 

3. S)a eine 3o^t a bem SBerte naij unberänbert bleibt, menn man fie 
mit berfelben 3ö^I ^ nad^einanber multiplijiert unb biöibiert, fo finb« 
SRuÜiplifation unb 3)it)ifion entgegengefe^te SRed^nungSarten, alfo beibe bon 
gleid^er ©tufe. 

4. S)er Dibifor ®itt§ fann beliebig meggelaffen unb l^injugefügt werben . 
es ift a : 1 = a, benn 1 • a = a. 

5. Sebe 3a^I, burd^ fid^ felbft bibibiert, gibt ein§. 
es ift a : a == 1, benn a • 1 := a. 

Se^rfal^. Diöibiert man jtuei gteid^e Qaf)lm hnx6) jtoei anbere gleid^e 
3a]^Ien, fo finb bie Quotienten gleid^ (abgefürst: ©leid^eS burd^ ©leid^eS« 
biDtbiert gibt ©leid^eS). 

ä^orauSfe^nng. a = b, c = cl. 

äSe^au^titung« a:c = b:d. 

äJetoeiS. a : c = a : c, nad^ § 5, ®r. 1. 

©e^t mon red^tS (nad^ § 5, ®r. 2) b für a unb d für c, fo ift 
a : c = b : d. 

§19. 

S)ie ®ibifion a:b ift innerhalb ber natürlid^en Saf)imxt\^t nur auS* 
fü^rbar, menn in berfelben eine ^a^ c borl^anben ift, meldte mit b multi=^ 
pli5tert a gibt. Um in bem gatte, ba§ (a : b) feine 3a^l ber natürlid^en 3^^^^^^=^ 
rei|e ift, bie Dibifion ju ermöglichen, mu§ man bie natürlid^e S^i^^^nxtx^e 
ermeitern. 3Ran teilt baju bie einl^eit in b gleid^c Steile, nennt jebett Seil 

- (ein bs*<^^) eine gebrod^ene einl^eit unb bilbet auS berfelben burd^ SBieber= 

l^olung neue 3rt^Ic«; ^^ iP olfo: 



& + & + & + •••(«""")=&•« 



(22> 



1 a 

2)ie neue Qai)l - - a Reifet ein Srud^ unb tpirb burd§ - (ab^^^) bar- 

1 a 

gefteHt, bie gebrod^ene ein^eit r-, burd^ beren SIBieberl^oIung -r entftel^t 
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lüirb fein ©tantmbrud^, bie ßö^t a, tueld^e bte STnäa^I ber gebrod^enen 
^n^eiten angibt, ber Q&f)lex, bie 3^^^ b, tueld^e bte ^Benennung ber 
gebrod^enen ©n^eiten angibt, ber 9?enner be§ Sörud^eö genannt, ©n 
©rud^ Reifet ed^t ober uned^t, je nad^bem fein Qäf)kx Heiner ober größer 
ate ber 9?enner, ober er felbft Keiner ober größer aU bie ©n^eit ift. 
©n auö einer gangen Qai)l unb einem ed^ten ®md^e beftel^enber 3^^^^"= 
au^brud l^eifet eine gemifd^te QQi)l 

2lud^ toenn bie 2)it3ifion au§füf|rbar ift, fann man ba^^ ©gebniö in 

12 

gorm eine^ 35rucE)e^ fte^en laffen, §. S5. -ö-. ©old^e ®rüd^e l^eifeen un^ 

eigentlid^e ®rüc^e. 

3tnmetfung !♦ 5)urd§ bie ©nfü^rung ber Srüc^e mirb ber Segriff ber 
3a§l erweitert. SSon fold^en ©rtüeiterungen mad^t bie 2trit^metif einen au§== 
giebigen (Sebraud^, tnbem fic bobei baS ^ßrinjip ber 5ßermanenj ober 2lu§= 
na^m^Iofigfeit Denoenbet. SDie§ ^at ^ermann ©d^ubert, nad^bem e§ 
jucrft §. ^ an fei ouSgefprod^en, formuliert. ®a§ ^ringip ift fomol^t auf 
Operationen mie auf 3^^1^i^ annjenbbar. ©eine gaffung für le^tere lautet: 

SBenn D^jerationen, bie fid^ mit natürlid^en 3^^!^^ auöfü^ren laffen, 
bei i^rer Umfel^rung auf 9Ser!nüpfungen t)on S^f)kn unb 3^^^^^^ führen, 
beren ©gebniö nid^t burd) eine natürlid^e Qa^ auöbrüdbar ift, fo foK 
biefe Sßerlnüpfung felbft aU eine „3^^^ ^^^ ermeiterten ©inne" befiniert 
toerben, j. ®. yS. 

gür bie ermeiterten 3ö^len f önnen aud^ befonbere ßeic^en eingeführt werben, 

j. «. I für 3 : 4; 1,3 für 13 : 10; für 3 — 3. ®ie SRec^enregeln für biefe 

neuen ßa^len bürfen nid^t im SBiberfprud) mit benen für natürlid)e 3oI)len ftcfjcu, 
tva^ bemiefen werben mu§. ©emiffe ©nfc^ränfungen für bie neuen Qa^tn finb 
babei ^uläffig, j. S. $Wutt barf nid^t afö SDiDifor auftreten, gerner mu§ befiniert 
werben, ma§ in bem erweiterten 3ö^l^ngebict gleid^, größer unb Heiner ^eigt. 

9(nmetfung 2. S)urd^ bie ©nfül^rung ber 93rüd^c ift bie SRöglid^feit 
gegeben, jwifd^en je jwet S^^lcn beliebig biete neue Saf)kn einzufügen, 5. S. 

Zt. o s. o «.. o i.f 11 12 13 U ..^ 11 \ 12 ^. ^ ^, 

^wifcfien 2 unb 3 bte Sa\)Un —, —, — , --, äWijd^en -z- unb — bie 2^¥^^ 

0000 o 

56 57 58 59 

2^' ö^r x^f öT ^"b fo fort. ®§ ift alfo nid^t me^r möglid^, tok in ber natür^ 

liefen 3ö^lenrei^e, jwei benad^barte S^^Ien anzugeben. SBol^l aber fann man 
angeben, weld^er bon jWei Srüd^en ber größere ift, fobalb man bcibe auf 
benfelbiu SRenner gebrad^t ^at ®ann ^at ber größere 93ruc^ ben größeren 
3ä§Ier. 

9(nmetfuttg 3* SSon befonbcrem aSert ift bie Vertiefung beS bcfabifd^en 
©^ftem§ (§ 2) burd§ bie ©ejimalbrüc^e, b. f). Srüd^e, beren 9?enner 10 ober 
eine ^ßotenj bon 10 ift, unb bie nad§ 9lrt ber ganjen Qaf^len gcfd^rieben 
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tt)erben, fo bafe bie 3iffcr beg 3ä^Icr^ burd^ i^rc ©tcHung (^ofition; § 2) 
^u bcn ©iitcrit äugtcid^ ben Slcittter ieiexäjmi, j. 93. in 2,13 bic 1 burd^ 

1 3 

i^rc ©teHuttg aitgibt, bafe j^, bie 3 bcögtcid^ctt, bafe j^ gcttieint fitib. SBeitn 

ttun burd^ Teilung bcr ©itil^eit iti 10 Qt^nidmb burd^ S^cituitg jcbcS ßel^tttcl^ 
itt 10 ^uitbertftd unb fo fort jtoifd^cn jtt)ci gattje Saf)Un beliebig biete Qa^Un 
cingefd^altet »erbeti !ötttten, fo barf ttitl^t bic ^tttta^ttte gcntad^t »erben, bag 

i)urd^ bie ®ejimaJbrüd^e alle 3ö^fen genau au^brüdfbar finb. @d^on für -^ 

o 

fto§en wir auf bie unenbüd^e SRei^e 0,333 . . ., biefe ift aber menigften^ 
^)eriobifd^, b. 1^. au§ toieberle^renben Siffcm gebilbet. ©in unenblid^er un- 
|)eriobifd^er ?)ejimaI6rud^ gibt aber nur bie ©renjen an, jnjifd^en toeld^en eine 
SafjH liegt. SBenn bie Sänge be§ SrciSbogenS für ben 5)urd^meffer 1 mit 
3,14 angegeben tt)irb, fo l^eifet ba§, fie liegt jmifd^en 3,135 unb 3,144, unb 
l^ieran mirb im 5ßrinjit) tiid§t§ geönbert, aud^ menn 35 B^ff^^ (Subolp^ 
t)an beulen um 1600) ober 200 (®afe, f 1861) bered^net tt)erben. Dag 
bie 3ö^tenrei]^e, bie bilblid^ burd^ eine ®erabc (§ 2) bargeftettt wirb, biefe 
^erabe lüdEentoö augfüllt, ift eine bon ®. ©antor aufgefteöte ö^potl^efe. S)a 
toir nun gölten !ennen, bie nid^t burd§ SSrüd^e genau auSgebrüdft werben 
!önnen, unb bie bod§ aud^ auf ber Qa^triQtxahen einen 5ßla^ finben muffen, 
fütten bie Srüd^e aUein bie 3ö^lenrei|e nid^t au§. 

Se^rfal^. ®n 85rud^ ift gleid^ einem Quotienten, beffen 3)il)ibenbu^ 
ber Qä^Ux unb beffen ©iöifor ber 9?enner be§ ©rud^e^ ift. 

»e^ailJjtUttg. f = a:b. (23) 

»ettiet^- ^ . b = (^ + ^ + . . . (amal)) • b (nac^ 22) 

l.b + Lb+...(amaO = l + l + l ...(amal) (22) 

.-. (folglich) J.b = a (§5, 3ufafe). 
e^ ift (a : b) . b = a (20) 

... ^.b = (a:b).b (§5,3). 

Dibibiert man beibe Seiten burd^ b, fo fällt ber 9Wultipli!ator b fort, 
unb nad^ § 18, Se^rfa^ muffen bie Ouotienten gteid^ fein, alfo: 

-- = a : b. 
b 

3ttfa^* Statt bc§ S)iöifion§äeid§en§ ift e§ nunmehr geftattet, ftet§ ben 
Srud^ftrid^ anjuwenbcn unb umgefe^rt, ebenfo !önnen bie 5tu§brürfe 93rud^ 
unb Öuotient al§ gleid^mertig betrachtet werben. 

Stamf>X\)''Zffatv, 9trit^meHf . 37. 9tup. 3 
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§20. 

Se^rfal^ !♦ ©toibiert man eine ©umme bnxä) eine Qüifl, fo ergibt 
fid^ berfelbe ßctl^toert, tuie tuenn man jcben ©ummanben burd^ fte biöibiert 
unb bie Quotienten abbiert. (Sßerteilung^gefe^ ber S)iöifion.) 

»elittttj»ttt«fl. ^=| + |. (24) 

SSetoeii^« SRuItipüjtert man bie redete Seite mit bem S:it)ifor c, fo er^ 
^ölt man: . 

Ige^tfal^ 2. 3)il)ibiert man eine Sifferenj burd^ eine Qa% fo ergibt 
fid^ berfelbe 3o^toert, toie toenn man SJiinuenbu^ unb ©ubtral^enbu^ 
burd§ fie biüibiert unb festeren Quotienten Dom erfteren fubtra^iert: 

»ellau^tung. — ^- = ---. (25) 

»etactg. @§ ift 

/a b\ a b 

I ).c== — -c c = a — b. 

\c c/ c c 

Surd^ aSertnufd^ung ber beiben (Seiten öon (24) unb (25) ergibt fi^: 
a b_a+b 

C C C ^ "^ 

a_b_a-b 

C C C ^ "^ 

©leid^namige Srüc^e, b. f). fold^e mit gleichem 9?enner, liefern bei ber 
3lbbition unb ©ubtraftion benfelben ßa^I^^^t toie roenn man bie ©umme 
begie^ungötoeife ©ifferenj ber Qä^ltx burd^ ben 9?enner bitjibiert. 

Folgerung« .@§ ift aud^ 

a-]-b — c — d ^_i^ c ^ 
m m ■" m m m 

unb umgefe^rt. 

§21. 

Se^rfal^ 1. SRuItipIisiert man . einen ^xnä) mit einer ganjen Qa\)t, 
fo ergibt fid^ berfelbe ßö^^^crt, toie toenn man ben Q&f)kx mit i^r mutti^ 
:ptiäiert unb baö 5ßrobuft burd^ ben SWenner biüibiert. 

,^ ^ a ac 

»c^aiHJtunfl. - . c = — . (26) 
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»et»««. ^c-; + ; + ---(c-.)-' + '+;- 


-•^*"""')(na.^24) 


= ^'(na(^10). 




5)ur(i^ aSertnujdf)ung bcr gelten öon (26) cr^It man 




ac a 





3)iöibiert man ein 5}3robuft burc^ eine 3^^!, fo ergibt fid^ berfelbe 
3al^ItDert, tuie tpenn man einen galtor burd^ bie Qa^ biüibiert unb ben 
Cuoticnten mit bem anbern multiplijiert. 

©rfläntttg« SSenbet man auf bie linfe Seite Don (26) ba§ SSertaufcf)ung§== 
gefe^ an, fo erptt man 

«■| = T- <^') 

S)ie tin!e Seite ber ©leid^ung ^at l^ier nad^ § 13 feinen @inn, menn 

— ein ed^ter Srud^ ift. 5-j ^ei§t ja nad^ ber ®rflärung beg 5ßrobu!t§, 

man fott 5 breibiertelmal al§ ©ummanb fe^en. 

§ier tritt ba§ ^ßermanenjprinjip ber Operationen in ^aft 
(Dgt. § 19, Sinnt. 1), toeld^e^ lautet: |)at eine Operation mit natürlid^en 
3a^Ien einen ©inn, ber bei ©nfü^rung neuer Qa^len tjerloren gel^t, fo 
fann ber Operation ein erweiterter ©inn beigelegt werben, Dorauögefe^t, 
ba^ bie 2lu^fü^rung ber Operation nid^t im SSiberfprud^ ju Siegeln ftel^t, 
bie für natürlid^e ß^^^en gelten. 

5)iefer erweiterte (Sinn ergibt fid^ aug ber geft^altung einer für natürtid^e 

12 12 • 5 12 

Säulen geltenben ®Ieid§ung. ©§ ift -^ • 5 = — ^ — naäj (26). SDa -^ = 4 ift, 

in ^.19 

barf id^ ba§ SSertaufd^ung^gefe^ anwenben unb erhalte 5 • -q- = — n — . 

ö O 

2)ie Sßultiplifatton mit einem uneigentlid^en Sirud^ lann alfo erfe^t 
werben burd^ SDZuItipIifation mit bem 3^^^^^ ^^^ ®ibifion be§ 6rgebniffe§ 
burd^ ben 9^enner. S)enfelben ©inn folt nun aud^ bie SKultiptifation mit 
einem ed^ten S5rud§ ^aben, unb biefe wirb l^ierburd^ erfUrt (befiniert). 

3 

5- j Reifet alfo (5-3): 4. ®ie§ fann man nid^t beWeifen, aber man 

fann unb mu| jeigen, ba| e§ nid^t im SBiberfprud§ ju früheren Siegeln ftefjt. 

3 /3 \ 

®§ ift nämlid^, wenn man mit 4 multipliziert, 5- — •4 = 5-(-j-4J = 5-3, 

ebenfo ift [(5 • 3) : 4] • 4 = 5 • 3 no^ (20), bemnad^ finb nac^ § 18, Se^rfa^, 

3 
aud^ bie urfprünglid^en Slu^brüdEe gleid^, b. ^. 5 • j = (5 • 3) : 4. S)ie linfc Seite 
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biefcr ®feid^ung I)öttc aber übcr^upt feinen ©inn, tt)cnn nid^t bic redete ol^ 
GrfWrung linjugefügt roäre. 

Diefe ©rmeiterung be§ SSegrtffeS 9WuUipIifation ermeift ftd^ atö frud^tbar 
baburd^, bofe man je^t bie (äcitung früherer Siegeln über ganjc S^^lcn aud^ 
für gebrod^ene benjcifen lann, jum Seifpiel ba§ SSerbinbungSgefe^ (12): 

ober bog SSerteUungggefe^ 

, , ,. c (a + b)-c ac + bc ac , bc c , , c 

2)ie SßuttlpIÜQtion mit einem S3rud^ ift eine lünftlid^e DperaKon, bic bcm 
nngefd^ulten SSerftanb toiberfinnig erfd^eint, bn biefer bon einer SßuUipIifation 
ftet§ eine SSergrö^erung erttjartet. 

Se^rfal^ 2. S)iöibiert man eine 3^^! i>urd^ ein 5ßrobuft, fo ergibt 
fic^ berfelbc ß^^to^i^t, tuie ipcnn man bie ßöi^I burd§ bie galtoren nad^^ 
einanber biüibiert. 

»el|ati>ttmg, ^=?-^- (28) 

SSetoeid* SKuItipIigiert man beibe ©eiten mit bc, fo erhält mon ba§^ 
fclbe ®rgebni§: 

A.bc = a(na^20), fetcVbc^ (^:c) c .b=^.b (nod§ §18, 3) = a. 
S)urd^ aSertaufd^nng ber ©eitcn bon (28) erl^ätt man: 

S)iöibiert man einen Sörud^ burd^ eine ^a^, fo erl^ält man benfelbcn 
ßal^toert, tnie tnenn man ben ^Qi)\tx burd^ baö 5ßrobuIt be§ SWenner^ 
unb ber 3^^^ biüibiert. 

Se^rfaft 3. S)iüibiert man eine 3ö§I burd^ einen 95rud^, fo erhält 
man benfelben 3Bert, tt)ie tnenn man bie ^ai^i mit bem 9?enner multi= 
püäiert unb ba§ ^ßrobuft burd^ ben 3ä^Ier bibibiert. (Slbgelürjt: ©tatt 
burd^ einen Srud) ju bibibieren, fann man mit bem umgefel^rten ©rud^ 
nmlti^jlijieren.) 

h c 

Se^auJJtuitg. a\ — = a-^' (29) 

äJetoeii^* SDiuItipKjiert man beibe ©eiten mit — fo erhält mon ba§= 
felbe (Srqebnig 

burd^ Wieber^olte 9lnn)enbnng Don (27) unb (21). 
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Se^rfa% 4. ®er 3Bert eineö Sörud^eö änbert fid§ nid^t^ toenn man 
^äl^Ier unb 9?enner mit berfelben Qa\)i multi))ltäiert ober burd^ biefelbe 
3öl^I btoibiert. 

©eWtnnft. _ = - unb ^ = ^. (30) 

Setoetö* SJiuItipüjicrt man beibc ©eiten mit bm, )o erl^ält man ba^^ 
felbc Ergebnis am, foIöUd^ finb aud^ bie urf^rmtglid^cn SBcrte gtcid^. 

3ufal^ 1. ©nen 93rud^ ertpeitern l^ciifet: ßä^^er unb 9?enner mit 

berfelben 3^^! multipltjteren. 

©nen 93rud§ lieben ^eij^t: 3^^^^^ ^"^ SJienner burd§ biefelbe 3^^! 

biöibieren, ober au^ 3ä^Icr unb SWenner benfelben gaftor fortlaffen. 
S)ie ©rtoeiterung bient baju, mehrere Srüd^e gleid^namig ju mad^en, 

fie auf ben §au:ptnenner ju bringen. 

^ f ^ « «^ aaaaa r o o &^ bbbb , , „ , 

^ ^ a^ aaa ö^ bbb 

©iöibiert man eine ^ßotenj burd^ eine 5ßotenj öon berfelben ®runb= 

ja^I, aber niebrigerem ©j^jonenten, fo erl^ält man eine ^ßotenj berfelben 

©runbjal^I, beren ©jponent bie ©ifferenj ber ©j^jonenten beiber $ßotenjen 

ift. Slbgefürät: ©tatt gleid^bafige ^otenjen ju biöibieren, fann man i^re 

(£j))onenten fubtra^ieren. 

§22. 
Se^rfal^ 1. SRuIti^jügiert man einen 93ruc^ mit einem 95ruc^, ji> 
erl^ält man benfelben 3ö]^Itoci^/ ^^^ ^enn man baö 5ßrobuft ber S&f)Ur: 
inxä) baö 5ßrobuft ber SfJenner biöibiert. 

Stod Sdf)Un, beren ^robuft gleid^ 1 ift, l^eißen rejiprofe (umgefe^vte) 

11 4 

ffierte öoncinanber. a ift ber rejiprofe SBert öon —' — ber öon a. ö ift ber 
Q a a o 

rejtprole SBert Don j- 

8e$rfa% 2. 3)iöibiert man einen Sruc^ burd§ einen gtoeiten SBrudj, 
fo erl^ält man benfelben Qaifitütxt, loie toenn man i^n mit bem umge^ 
feierten jtoeiten 93rud^e multi^jliäiert. 

»eli..»ta»8. |:^ = f4- (»2) 
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SSetueiÖ* dUä) § 21, Sd^rja^ 3, Ift bie ®ibifion burd^ einen 93rud§ burc^ 
SRuItijjtüation mit bem umgefel^rten Srud^ erfe^fiar. 

Se^rfal^ 3. SIbbtert man einen 93rud^ ju einem 93rud§, fo erl^ält 
man benfelben Qa\)itx)ext, tuie tuenn man ben Qaf)Ux jebe^ ^nid^e^ mit 
bem 9?enner be^ anbem 93rud^e§ multi^jlijiett unb bie Summe bieder 
^robufte burd^ ba^ ^ßrobuft ber SRenner^ biüibiert. 

»ellau^tiing. -^ + ^ = — ^ — (B3) 

ße^rfaft 4. Subtrahiert man einen 93rud^ öon einem ©rud^, fo 
erhält man benfelben ßö^ttoert, tuie tuenn man ben ßö^ler beö SRinuenb 
mit bem 9ienner be^ ©ubtral^enb unb ben Qäf)Ux beö ©ubtral^enb mit 
bem SJienner beö SWinuenb multi|)li5iert unb bie Siifferenj biefer 5ßrobufte 
burd^ ba§ 5ßrobuft ber 9?enner biöibiert. 

älntnctfting 1. Sel^rfa^ 3 unb 4 ftnben befonberS bei «Stammbrüd^en 

9i.rm.«»,..„„. 1_l1 7 + 5 1 1 7-5 
SJermenbung: - + - = -^-^, ___ = __. 

Slntnetfung 2* S)ie gcbrod^enen Qai^Un finb nac^ bem ^ermancnj^^ 
prinjip ber S^i^ten eingcfül^rt morben, um eine S)it)ifion oud^ bann alg au§= 
fü^rbar betrad^tcn ju fönnen, menn ber S)it)ibcnbu§ nid^t ein ^robu!t ou§ 
bem S)it)ifor unb einem onbern gaftor ift. 12 : 3 ift auSfül^rbor, weil 
12 = 3.4 ift, SiDipon ift atfo ^ier gortlaffung cincg galtorS. Sic 93e= 
red^tigung ber ©infül^rung ber gebrod^cnen 3^^^^^ "c^cn ben natftrlid^en, bie 
nun im ®egenfa^ ganje ßal^Ien l^eigen, ergibt fid^ barauS, ba§ ba§ ^om= 
ntutation§(SSertaufc^ung§)^, Slffojiation^ (SSerbinbungS)^ unb S)i§tribution§= 
(8SerteiIung§)'®efet für gebrod^ene 3<^^Icn ebenfo mie für gonje S^W^ gelten. 

2'3~ 3"2' \2'3/5~ 2A3'5A l2+3/'5 2*5~'"3'5' 
es gelten aud^ bie SJefinitionSgletd^ungen ber ©ubtroftion unb ber 'Bitoifion 

\2 3/^ 3 2' \2 * 3/ 3 2 
©ine ©rttjeiterung erful^r babei bie 5)efinition ber SKuItipIifation, meil 
ber SSrud^ im ®runbe eine benannte 3o^t iP (f fini^ 3 SSicrtel), unb eine 
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fold^c itid^t atö SRuItipüfator auftreten burfte, menn man nid^t bie in § 14, 

4 
^nmerfung 2 gegebene ?)efinition antoenbet. S)anad^ ift 3 • -^ ebenfo au§ 3 ju 

4 ^ 

bilben, wie -^ au§ 1 entftanben t|t b. 1^. burd^ Sibifion burd^ 5 unb SÄnlti* 
5 

|)Iifation mit 4. S)ie Definition ber S)ibifion brandete nid^t erweitert ju 
tperben, weil fie rein formell auf bie SRuÜipütation begrünbet ift: 2)er Ouotient 
jweier S^^Icn ift bie britte 3^^t' \üel(t)t, mit ber jweiten multipliäiert, bie 

.^, 3 5 .,, 21 ., 21 5 3 .,, 
em ergibt. -^ : y tft ^. weil ^ö * T = 4 * 

Dagegen bebarf nod^ ba§ Jetten unb SKeffen al§ getrennte Operation 

3 
dner Betrachtung. 3ft ba§ SRcfuttat eine ganje ga^I, j. 83. 12: — =16, fo 

läfet fid§ eine ungejwungene ©rflärung für ba§ SWeffen geben. Die Stufgabe 

lautet ja: SBie oft fann -r bon 12 abgejogen werben? Da§ ift 16mat 

3 

mögtid§. SBenn mon ben 93rud^ at§ benannte Qa^l auffaßt, b. f), — at§ 

3 SSiertet, fo mug man nur ben DiDibenbu^ auf biefetbe Benennung bringen. 
12 (äanje finb 48 SSiertet. 3 Viertel finb in 48 SSiertet 16mat ent^atten. 

3 

Sft bag atefuttat feine ganje 3öl)t, 5. S. 5 : -j, fo wirb bie ©rftärung ge= 

^wungen: 3 SSiertet finb in 20 SSicrtet 6|mat ent^atten. 3Ba§ aber fmat be- 
beuten foU, nämtid^ ber britte 2^eit jweimat, bürfte bem ungefd^ultcn SSer- 
ftänbni§ nid^t unmittetbar einteud^teu. Smmer^in gel^t eS nod^ an ju fagen: 
3 SSiertet finb in 20 SSiertet 6mat botl ent^atten, unb ber SReft ent^ätt nod^ 
ben britten 2^eit bon 3 SSiertet, nämtid^ 1 SSiertet jweimat. Dagegen wiber:= 
fprid^t e§ ber Definition be§ 31eifen8, wonad^ ber S^eiter eine unbenannte 
3ct^t fein mu§, bon einem S^citen burd^ einen SSrud^ ju fpred^en. @S tagt 
fid^ fd^ted^terbing^ fein ©inn angeben, fetbft wenn ba§ Slefuttat eine ganje 
3a]^t ift, toa^ barunter ju berftel^en fei: 12 in f ©ummanben ju jertegen. 
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U ^optteL ^011 ber <Ruü unb beut UnetibHc^em 

§23. 

S)ic notürlid^e ßa^Ienrei^c (§ 2) bilbet eine mit ber @in§ begtnnenbe^ 
unbegrenjt fortlaufenbe SRci^ öon S^l^ien, meldte burd^ SBieberl^oIung ber 
(£in§ erl^alten tt)irb. ©ic mürbe bilblid^ (§ 3) burd^ einen öom SlnfongS^Junf te A 
au^gel^enben ^albflral^t borgcflellt, auf metd^em mon öon A bie Sängeneinl^cit: 
lüieber^olt aneinanberfd^tießenb abtrug. S)ie 3^^^ a bejeid^nete ben Slbftanb- 
be^ a^"* 3:et(|>un!te8 öom Slnfang^punlte. 

®ie ©ifferenj a — b lüurbe erl^alten (§9), inbem man öon a um 1> 
©inl^eiten jurüdfjä^Ite, lüobei a>b öorauSgefe^t mürbe, ©e^t man in il^r 
a = b, b. f), jäf It man öon a um a ©in^eiten jurüdt, f o gelangt man junt 
^nfang§})unfte ber S^f)ltnxdf)t, ®a8 Stid^töorl^anbenfein eineg äbftanbeö- 
öom 8(nfang§punfte mirb mit 9hiß (0) bejei^net; man fefet bal^er 

a — a = (34) 

utib erflärt bie 9lutt al§ eine 3)ifferenj, in meld^er ber 9Winuenbu§ gleich 
bem @ubtra]§enbu§ ift. @g ift aljo aud^ b — b = 0, ebenfo bie Sifferenj. 
öon je jmei gleid^en 3öl^l«w^brücfen, alfo (a -j- b) — (b -f- a) = 0, (a — b> 

— (a — b) — 0, ab — ba = 0, a : b — ^ = 0. S)en SlnfangSpunft ber 

ßa^Ienrei^e bejcid^net man nunmehr mit 0. 

S)a baS Ergebnis einer ©ubtraftion ift, unb biefe bie Umfel^rung einer 
mit natürlid^en 3^^^^^ P^*^ ausführbaren D^jeration, nämtid^ ber 9lbbiäon^ 
ift, fo barf nad^ bem 5ßrinji}) ber $ßermanenj ber 3^^^" (§ 19) ^^^ ai^ 
eine 3al)l int ermeiterten ©inne betra(|tet merben, fomeit fid^ bemeifen lä^t, ba^ 
bie Operationen mit ber SRuß nid^t ju ©rgebniffen fül^ren, bie im S33iber= 
fprud^ gegen bie Siegeln für natürlid^e 3ö^1cJI fte^en. 

3u bem 3^^* red^net man mit ber neuen Qdf}i, mie menn fie eine 
natürlid^e Qa^l märe, unb befiniert bie Operation, menn fie ein braud^bareS- 
(Ergebnis liefert, im ©inne biefeS ©rgebniffeg. (^ßrinjip ber ^ßermanenj ber 
Operationen, § 21.) 

9?ad^ (4) ift (a-f-b) — b = a, menbet man l^ierauf (8) an, fo ift 
a -f- (b -rr b) = a, alfo a -f- = a. 

^}aä) (3) ift (a — b)-f-b = a, menbet man hierauf (9*) an, fo ift 
a — (b — b) = a, alfo a — 0=a. 
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3laä) (14) ift (a — a).b = ab — ab unb bieg naä^ (34) gtcid^ JRutt. 
5Rad^ (25) ift (a — a) :b = ^ — ^ unb bieg m6) (34) gteid^ 3luU. 

S)anoc^ ergeben fid^ folgenbe gormein: 

1. a + = a. (35) 

2. a — = a. (35*) 

3. . a=0. (36) 

4. : a=0. (37) 
SBenbet nton auf 1 unb 2 bag SSertoufd^ungggefet an, fo er^ätt man 

5. 0+a = a. 6. a • = 0. 

Seibe fleKen eine ©rmeiterung ber Definition bon ©umme unb 5ßrobuft bar,, 
bic im ©inne biefer ®Icid^ungen gegeben ttjerben barf, meil fte frül^eren 
Siegeln nid^t miberfprid^t. 

68 ift menn man für 3?utt b — b fe^t: 

(b — b) + a=:a + (b — b) = (a + b) — b=:a. (1) (8) (4> 

a(b — b) = (b — b) . a = ab — ab = 0. (11) (13) (34) 

Unter einer Summe bon Saf)kn, bercn eine 3?utt ift berfte^t man bie 

Summe ber übrigen 3o^Icn. Unter einem 5ßtobuft, beffen äRuItiptifator SRutt 

ift berfte^t man 5»un. 

^ieraug ergeben ft(^ bie weiteren SRegeln: 

7. + = 0, 8. 0-0 = 0, 

ba (a — a) + (b — b) = (a + b) — (a + b) = 0, 

unb (a — a) • (b — b) = ab — ab — ab -}- ab = ift. 

?(ud^ bag SSerbinbungggefe^ fü^rt ju feinen SBiberf^jrfid^en: 

(a + b) + = (a + b) + (c--c) = a + c — c + b=(a + 0) + b 

(ab).0 = (ab)(c — c) = (c — c).ab=[(c— c).a].b = [a(c — c)].b 

= (a.O).b. 
(Sbenfomenig ha^ SSerteilungggefe^ 

(a+ 0) . b = (a+ (c — c))b = ab + (c — c)b = ab + • b 
(a-|-b)-0 = (a-|-b)(c — c) = ac-|-bc — ac — bc = ac — ac-j-bc — be 
= a(c — c) -f b(c — c) = a. + b . 0. 
S)ie Slbbition unb SWuItipIifation bürfen atfo unbebenflid^ auSgefül^rt merben,. 
aud^ njenn ein ©ummanb ober ein galtor 9?utt ift; im erfleren gaH ift bie 
Summe gteid^ bem anbem Summanben, im te^teren baS 5ßrobuft gteit^ 9?nff. 
©ei ber ©ubtraltion barf borldufig nur ber ©ubtra^enbug SRutt fein^ 
unb ift bie S)ifferenj bann gleid^ bem SDlinuenbug. 3ft ber SRinuenbug 9?utt^ 
fo erforbert bieg eine neue ©rroeiterung beg ß^^l^egriffg (Dgl. § 25). 

93ci ber S)ibifion barf ber S)ibibenbug SRutt fein, ber Duotient ift bann 
aud^ SRutt. Dagegen barf ber Dibifor nid^t Shill fein, ba bieg ju SBiber^ 
fprfid^en fül^rt. ©g ift 5-0 = 0, 7-0 = 0, olfo 5-0 = 7-0. Sibibiert 
man beibe Seiten burd^ 9?uH unb berftel^t unter Dibifion bie gortlaffun^ 
eineg gaftorg (§ 22, 9lnm.), fo erl^ölt man bie unfinnige ®Ieid^ung 5 ^= 7. 

Deutet man bie Sled^nung nur an, fo erhält man -— - = --r— ober 5 • ^- = 7 •-- 
Der Slugbrudf 7r.9"t aber bigl^er leinen Sinn erhalten. 
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gür bte SRuÖ gelten alfo bie folgenben :praftifd^en Stegein: 

1. ©ine Qaf^l bel^ält benfelben SBert, tt)enn man 9htE ju il^r abbiert 
Dber t)on il^r fubtral^iert. 

2. ©in ^robuft f}at ben 3Sert 0, tt)enn einer ober mehrere gaftoren 
IRuIf finb, unb umgefe^rt: ^at ein ^robuft ben SBert 0, fo l^at minbeften^ 
«in gaftor ben SBert 0. 

3. SBenn man burd^ eine Qai)l biöibiert, fo f)at ber Quotient ben 
•SaSert 0. 

4. 2)urd^ 9?uß barf man hid^t biöibieren. 

§24.* 

©tfläntng« ©ine Qa% meldte größer al§ jebe ongebj&üte 3ö^I gebod^t 
toirb, l^ei^t uncnbtid^ groß unb mirb mit (o bejeid^uet. 

S)cult man fi^ ben 3i6ftanb (Ol) ber Serienreife in 10, 100, 1000 u{m. 
^leid^e Seile jerlcgt, fo mirb, je mel^r bie ß^^I ber Seile junimmt, ber 8tb== 
ftanb be^ erften SeitpunfteS Dom SRuttpunfte um fo Heiner werben, ©ine 
^0^1, meldte Heiner atö jeber angebbare S5rud^ gebadet mirb, ^eißt unenblid^ 
Hein unb mirb mit d bejeid^net. 

©omol^I ba§ d mie ba§ u) bürfen aber nid^t al§ eine feftfte^enbe Sa^I, 
fonbern muffen al§ beränberlid^ angefe^cn Serben, d lann fid^ beliebig bcr:= 
fleinern, co beliebig mad^fen. 

3)it)ibiert man 1 ber SJeil^e nad^ burd^ j^^ y^f TOM'"' f*^^^^^^^^ 

Cluotient 10, 100, 1000- --ufm., b. 1^. je Heiner ber Siöifor mirb, befto 
größer mirb ber Duotient. 3ft ber S)iöifor unenblid^ Hein (ö) angenommen, 

io muß ber Duotient unenblid^ groß (w) loerben. @§ ift aIfoj = w. 

Saßt man nun ben ^ibifor bis an bie (Srenje (limes) be§ S!leinen ab^^ 
nehmen, fo erreid^t er ben SSert 0, bie§ fd^reibt man lim 5 = 0. S)ann 

njirb aber aud^ ber Duotient -r größer al§ atte bie unenblid^ großen w loerben, 
t)iefen SBert beseid^net man mit oo. ©§ ift alfo lim ci> = oo. 

2)er ®ren5tt)ert einer unenblid^ Keinen Qai)i ift SRuH (0), ber ©renj- 
toert einer unenblid^ großen 3^^^ if* Unenblid^ (oo). 

3(u§ ber (Sleid^ung j = ^ folgert man ^ = lim lo, alfo — = oo. 
^ie§ fd^reibt man aud^ in ber gorm 

lim[-l =^=00. (38*) 

definiert man baS Sibibieren burd^ 9iuH atö ein SDitffen, fo mirb man 
olfo fageu, mau muß unenblid^ (oo) mal bon 1 abjie^eu, um ju crl^nltcn. 
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.3)it)ibicrt man 1 ber SRetl^c naä) burd^ 10, 100, 1000 •••, fo mtrb ber 
Cuoüent zTTf r^' T^w^ • • % b. f). ic größer ber S)tbifor mirb, um fo Heiner 
lüirb ber öubtient Sft ber S)ibifor unenblid^ groß (ci>), fo mirb ber Cuotient 
unenbüd^ Hein. @§ ifl alfo — = 5. 

(X) 

&d)i mon aud) i)xtx ju lim w = oo unb lim 5 = über, unb folgert 
lim ö, fo ift — = 0. 5)ie§ fd^reibt man in ber gorm 



lim CO 00 

n 



lim 



= ^ = 0. (38) 

n=oo 



S)efiniert man l^ier bog ©ibibieren atö ein Seilen, fo mirb mon fagen, 
man muß 1 in unenblid^ (oo) öiele gleid^e ©ummanben jerlegen, bamit ber 
dnjelne gleid^ merbe. 

SSerfte^t man unter a eine enblid^e 3^^^ i>ic alfo nid^t d, gefc^meige 
benn 0, nid^t w, gefd^meige benn oo fein barf, fo fann id^ a burd^ S)ibifion 
mit einer l^inreid^enb Heinen Saf^l beliebig groß, burd^ S)ibifion mit einer 

i^inreid^enb großen ßal^l beliebig Hein mad^en. (£§ ift alfo aud^ T ^= ^^ ""^ 
= d, unb ebenfo gelten bie gormein 



4.0 



lim 



a 
n 


a 


[-] =- = 


LöJ 


„-« * 



(39*) 



lim- = — = 0. (39) 

*- ll=QO 

1 a b 

S)a fomo^l TT = oc) als aud^ 77 = ^ ""*^ ebenfo 7c = ^, fo fte^t man, 

iaß l^ier bie übtid^e Definition be^ Ouotienten berfagt, benn banad^ märe 
oo . fomol^l gleid^ 1 afö aud^ gleid^ a, atö aud^ gleid^ b. S)er StuSbrudE • oo 
ift unbeftimmt, ma§ nid^t au^f daließt, baß Sln^brüdfe, bie unter biefer gorm 
«rft^einen, befKmmt werben fönnen. SWun mar 

+ + + . . . (amol) = 0, . a = 0, - = 0. 

a 

Stimmt man an, baß oo bie größte benfbare ^atfl ift, fo ift 

oo-[-a=oo, 00 — a=oo, oo-|-oo-|-oo = oo, oo-a=oo, 

00 : a = 00. (40) 

Dagegen ift nid^t nur ber 9lu8brurf • oo unbeftimmt, fonbem aud^ ber 

00 

"Slu^brudf TT- unb — Denn jebe enblidbe 3ö^I ^^^ multipliziert gibt 

U 00 

imb mit unenblid^ multiplijiert oo. ?ln(^ oo — oo ift unbeftimmt, benn e§ 
tpar fomol^t 00 — a=oo afe aud^ oo — b = oo. (41) 
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44 ^JofiÜDe unb ncflO«T)c SoiiUn. 

2. ^apiUU ^m beti relafioen 3<^^I^i^« 

A. ^ofifioe unb ttegafioe 3^^^^. 

§25. 

3ft in ber S)ifferen} a — b ber SKinuenbug Heiner atö ber ©ubtra^enbu^^ 
fo f önnen bon ben ©inl^eiten bei^ SRinuenbuS nur {o biete (a) (ginl^eitcn ab- 
gcjogen merben, ote er entl^ött; e§ bleiben nod^ bie übrigen ©inl^eiten obju^ 
jie^en. Snner^olb ber bigl^erigen gal^Ienrei^e ifl biefer gorberung nid^t ju 
genügen. Um fie erfüttbor ju mad^en, mirb bie gal^Ienreil^c unb ber Segriff 
ber 9lbbition erttjeitert. 

Wlan unterfd^eibet baju in ber bie gal^lenrei^e barfleHenben ®erobcn 
jmei entgegengefe^te SRid^tungen unb nennt eine S^^» ^^ btxen ©in^eitcit 
mon in ber einen SRid^tung ber S^l^fenreil^e nad^ bormörtö (nad^ red^tS) gelten 
foH, eine pofitibe S<^% f^fet bor eine jold^e Qdf)!, atö eine ju abbiercnbc^ 
bog Qtxä)tn (-{-) unb nennt bie Slid^tung in ber ä^^Icnreil^e nad^ bortoärtäv- 
öon je einer Saf)l jur näd^ftfolgenben, bie pofitibe. 

©ine Sai)l, um bereu ©inl^eiten man in ber ßö^kn^t^ei^e rüdhüärtS (nad^ 
linfö) jäl^Ien foK, l^eißt eine negotibe ga^l; man je^t bor eine fotd^e, al§ 
eine ju fubtral^ierenbe, ba§ Qüä^tn ( — ) unb nennt bie 9iid^tung in ber ßöl^fen*^ 
rei^e nad^ rürfmürtS, bon je einer go^t h^^ borangel^enben, bienegatibc. 

SRan erweitert nun ben S5egriff ber Slbbition, inbem man t>a^ SBeiter- 
^ä^Ien bon irgenbeinem 5ßun!te ber ßa^Icnrei^e al§ ein ^injufügen, Slbbieren^ 
bon |)ofitiben ober negatiben ©in^eiten betrad^tet, je nad^bem bie SRid^tung^ 
in ttjeld^er man Ujeiteräö^It, bie pofitibe ober ncgatibe ift. 2)arüu§ folgt: 

a-\-{+b) = a + b, a+i—b) = a — b. (42> 

S)ie 0ammergrö§en (+ ^) nnb ( — b) l^eigen relatibe ßö^kn, bie ßeid^en (+) 
unb ( — ), meldte angeben, in meld^er Slid^tung bon einem 5ßunfte ber S^^^n- 
xt\f)t meitergejäl^It werben foK, l^eifeen il^re SJorjeid^en, bie Qa^ h, um 
bereu ©inl^eiten meitergesäl^It merben foff, il^r abfoluter SBert. SRelatibe 
Saluten mit benfelben SSorjeid^en nierben gleichsinnige, relatibe Sö^fe« ^^^ 
berfd^iebenen SSorjeid^en entgegengefe^te genannt. Sin Qaf)l^t\(S)tn o^ne 
SSorjeid^en bebeutet eine pofitiDe Qaf)L 

2ft nun in ber S)ifferenj a — b, j. 33. 4 — 7, ber ©ubtrol^enbuS größer 
atö ber SRinuenbuS, fo ift baS Ergebnis, ba nur a (4) ©in^eiten abgejogen 
merben f önnen, eine nod^ ju fubtra^ierenbe Qaf)i, eine negatibe Qaf)l ( — 3). 
Se^t man b = a -|- c, fo ift 

a — (a-f-c) = a — a — c = — c = — c. 
4 — 7==4-(4 + 3) = — 3. 
Sft ber @ubtra]§enbu§ um eine ©in^eit größer atö ber SWinuenbuS, fo erl^ätt 
man: — 1, ift er um jmei ©in^eiten größer: — 2 ufm. Saßt man ben @ub= 
tra^enbu§ immer um eine ©inl^eit june^men, fo erl^dlt man bie unbegrenjte 
SReil^e ber negatiben ßa^Ien. 

3ä^It man in ber bie ßal^Ienreil^e barfteKenben ©eraben j. 35. bon 4 
um 7 ©in^eitcn rüdfmärtS, fo gelangt man ju einem fünfte auf ber 9lürf= 
berlängerung ber bi^^erigen ßct^lenünie, metd^er bom StuKpunfte um 3 ©in^eiteu 
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•entfernt tfi ©o ericnnt man, bog bic negotiöen Saf)kn bie ü6cr ben SRuß^ 
puntt l^inauggel^cnbe unenbüd^e SScrlängcrung in negativer SRtd^tung Bilbcn. 
®ie 3a^tcn —1, —2, —3 ufm. fteüen bic Slbftänbc öom 9?uöpunfte in 
Ttegotiber SRid^tung bar. 

SRcgatiöe SRid^tung bcr Saf)ltnxtif)t, 

-4IK 



-9 _8 —7 —6 —5 -4—3-2-1 +1 -f-2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +9 +10 . . . 

1 I I I I I I I I i I I I I ' I I I I I 



Stcgatiöe ©eite ber Saf)Unxdf)e, : ^ßofitibe Seite ber Qaf)hnxüfft, 

»► »■ 

5ßofitit)e atid^tung ber Sa^Unxti^t, 

3u ben 3ö^ten auf ber einen ©eite be§ SRuHpunIteö gelangt man burd^ 
"mieber^otte 8(bbition bcr pofitiöen ©inl^eit. 3)iefe ©eite ^ti^t ba|er bie pofi= 
iiöe Seite bcr Saf)Unxtxf)t, unb bie auf i^r liegenben ßal^Icn l^eigen bie 
pofttiöen. 

3u ben 3^^^^ öuf ber anberen ©eite gelangt man burd^ lüieberl^oltc 
"Stbbition ber negativen Einheit. S)iefe ©eite ^tx^t ba^tx bie negatibe 
©eite ber B^^J^^^i^ei^c, unb bie auf i^r liegenben Sdf)len fjcißen bie 
negatiben. 

3)ie Slid^tung bon bem negatiben Unenblid^en ju bem pofitiben Unenb= 
lid^en ift bie pofitibe SJid^tung, bie umgefe^rte SJid^tung bie negatibe. 9(u§ 
jeber ga^I entfielet bie näd^ftfolgenbe burd^ Slbbitiou einer ©inl^eit in pofitiber 
IRid^tung; au^ jeber ßal^I entfte^t bie näd^ft borl^erge^enbe burd§ ©ubtraftion 
«einer ©inl^eit. 

— 7+1 = — 6, 4 + 1 = 5, 5 — 1 = 4 —6 — 1 = — 7. 
2)ie boHftdnbige, nad^ beiben ©eiten unbegrenjte gablenreil^e Ijat alfo alle 
<£igenfd^aften ber cinfeitigen 3ö^lcnrei^e. 

@ine 3ö^If fic wtng auf ber pofitiben ober negatiben ©eite liegen, l^eigt 
größer atö eine anbcre, menn man jur festeren eine pofitibe 3^^! oi>i^ici^cn 
mu§, um jur erfteren 5U gelangen. ®§ ift alfo: 

-7< + 2, _3>-5, _9<-7<+4. 

S)erfelbe ®egenfa^, metd^er bei bem SBeitcrjä^Icn in ber 3ö§tenreil^e ]^erbor= 
tritt, jcigt fid^ bei ben SSeränberungen mannigfad^er ©rögenarten: bei SSer= 
mögenSiinberungen in ©Innal^me unb StuSgabe, in ®eminn unb SSerluft, bei 
Sängenänberungen in SSerlängerung unb Serfürjung, bei Drtgberänberungen 
in ber SRid^tung ber ©cttjcgung nad^ aufmörtS unb abwärts, nad^ bormörtS 
unb rüdfmärtS, iti S^emperaturönberungen in ©rmärmung unb Stbfül^tung, 
bei SSeränberung eine§ S58in!etö in bem ©inue ber 3)re^ung be§ bettjcglid^en 
Sd^enfetö. Sie relatiben 3tt§Ien finben Slnroenbung, menn bei ben SSeränberungen 
■einer ®rögenart ein fold^er ©egenfafe jmeier entgcgengefe^ten ®rögen l^erbor^ 
tritt, bag \>k ^injufügung ber einen jur anberen eine SSerminberung ber 
(enteren ^erborbringt. Sei fi'apitalänberungen bebeutet atfo (+ a) J^ eine 
<Sinna^me bon a J^, (— a) ^ eine 9lu§gabe bon a .^, a .^ ben äugel^örigen 
flbfüluten SBert. Sei DrtSberänberungen bcäcid^ncn a ©d^ritte eine abfolute 
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3a]^l, (+ a) ©d^ritte: a ©d^ritte öormdrtö, (— a) (Schritte: aSd^rittc rürf^ 
tüärtS; bei älnberungcn etne^ SBinlcK bebeutet (+ er) einen SBinfel, njetc^cr 
burd^ eine linfe S)re^ung (gegen ben ©inn ber U^rgeigerbrel^ung), ( — a) einen 
SBinlel, ber bnrd^ eine redete S)re^ung entftonben ift. 

B. 3(bbiftott relafioer 3tt^(ett. 
§26. 
Selirfa^ 1* ©leid^finnige 3^^^^^^ njerben abbiert, inbem man ber 
©umme il^rer abfoluten SBerte ba^ gemeinfd^aftlid^e SSorjeid^en gibt. 
»elJÄttHtung. (+«) + (+&) = + (« + &)) 

SettictS. 1. (+a) bebeutet eine S^^^r meldte baburc^ entftonben ift 
ba§ man bon einem 5ßunfte ber ^ö^Ienrei^e um a Einheiten in })ofitiDer 
atid^tung öormärtS jäljlte. gügt man b (gin^eiten in berfelben Siid^tung. 
^inju, fo ift man (a -f- b) (Sinljeiten bom Slu§gang§})unfte in ^jofitiber Stid^tung 
entfernt, folglich ift (+ a) + (+ b) = + (a + b). 

2. ( — a) bebeutet eine ßa^l, iüeld^e boburd^ entftanben ift, bag man 
Don einem 5ßun!te ber ßo^Ienrei^e um a ©inljeiten in negativer 9Jid§tung^ 
alfo rüctmärt§ gä^Ite. ^ikf^it man nun um b ©in^eiten in berfelben 9Jid^tung 
weiter, fo ift man (a -j- ^) ©in^eiten Dom 9tu§gang§t)un!te in negativer "ätid)- 
tung entfernt, f olglid^ ift (— a) -f- (— ^) — — (a -[- ^)- 

Sel^rfa^ 2. @ntgegengefe^te ßo^Ien tt)erben abbiert, inbem man ben 
Heineren abfotuten SBert bom größeren abjiel^t unb ber ^ifferenj ba^ 
SSorjeid^en beö größeren gibt. 

(+«) + ( — b) = -{-{a—b) = — {b — a\ je nad)bem a \ 
(—&) + (+ «^) = + («--&) = — (& — «). je nad^bem a ^ 

ISetudd. (H-a) bebeutet eine ^a^, meldte baburd^ entftanben ift, ba^ 
man bon einem 5ßunfte ber g^T^Icnrei^e um a ©inl^eiten in pofitiber Slic^tung 
DormärtS jäl^Ue. 3^^^ i^^ön um bSin^eiten in entgegengefe^ter Slid^tung 
weiter, fo gelangt man ju einem 5ßuntte ber ßa^Ienrei^e, meld^er, wenn 
a>b ift, um (a — b) ©in^eiten in pofitiDer Slid^tung, menn a<;b, um 
(b — a) @in]§eiten in negativer Siid^tung bom Slu8gang§})unlt entfernt ift. 
daraus folgt (+ a) -j-.^ — b) = -|" (^ "~ ^) ^^^^ = — (^ — ^)' \^ nad^bem 
a > b ober < b ift. ät^nlid^ bemeift man bie 9fJic{)tigfeit ber ^weiten Se- 
l^auptung. 

Folgerung« 2)er SBert einer ©umme retatiber 3^^^^^ (atgebraifd^en 
Summe) ift unabhängig bon ber ^Reihenfolge i^rer ©lieber, benn auö (44) 
folgt (+a) + (_ft) = (,..ö) + (+a). 

9(itmerfttng. ^a nad^ § 25 bie nac^ beiben ©eiten unenblic^e ßa^fen- 
rei^e alle (Sigenfd^often ber einfeitigen 3fl^t^n^ei^e befi^t, fo ift ju erwarten, 
ia^ bie au§ jener abgeleiteten ®lcid^ungen (43). (44) mit ben au§ ber festeren 
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im crften 9lbfd^nitte über (Summen unb Sifferenjen abgeleiteten ©äfeen fid^ 

in (SinMong befinben. 3n ber Xat ergeben ftc^ unter SSorou^fefeung ber 

©lei^ung (42) mit Sinmenbung ber gormein (2), (7*), (8*), (9*) bie 
®Iei4ungen: 

a + (+b) + (+c) = a + b + c = a + (b + c) = a+(+(b+c)), 
a + (— b) + (— c) == a — b — c = a — (b + c) = a 4- (— (b 4- c)), 
a + (+b) + (-c) = a + b-c = a + (b-c) = a + (+(b-c)), 
a + (— b) + (+c) = a^b + c = a-(b — c) = a + (-(b-c)), 

ober, loenn mon ouf beiben ©eiten a in Stbjug bringt, bie obigen ®Ieid^ungen 
(43) unb (44). 

§27. 
Se^tfa^. Sebe^ Slggregat öon abfoluten, burd^ (+) unb (— ) t)er== 
bunbenen Qaf)Un ift gleid^ einer ©umme relativer 3^^^^", in loeld^er bie 
im S(ggregat ab jujiel^enben Qafjlltn ba§ SBorseid^en „—", bie ju abbierenben 
baö SJorjeid^en „-\-" erhalten. 

S)er S5ett)ei^ ergibt fid^ in jebem gaHc leic^ burd^ mieber^olte Slnttjenbung 
ber gormein (43) unb (44) ober (42). So ift: 

a — b + c — cl—e = a + (— b) + (+c) + (—(!) + (—e). (45) 

@tfläntitg« ^n Übereinftimmung mit § 11, ®rft. feigen in iebem 
^ol^nom (a — b -f- c — d — e) bie ©ummanben ber bem 5ßot^nome gleid^en 
Summe retatiber ßo^kn (a, ( — b), (+c), ( — d), (— e)) bie ©lieber be^ 
^ol^nomS. 3)a§ erfte ®lieb, ttjeld^eS fein SSorjeid^en ^at, ift al§ pofitib 
ju betrod^ten, unb ebenfo fann man bei einer Summe relatiDer 3^^!^^ ^^^ 
pofitibe Sorjeid^en be§ erften ®liebe§ fortlaffen. 

SebeS ®lieb für fid^ ^ei§t ein SRonom, eine SSerbinbung bon 5tt)ei 
® liebem ein Säinom. 

3n jebem SKonom bilbet ber 93ud^ftabenau§brudt ben ^auptfaftor; 
eine bor bemfelben afö gaftor fte^enbe, pofitiöe ober negatibe beftimmte 2^^ 
l)ei§t ber fi^oeffijient, j. 93. 

3 3 a I 5d 

-\-j ift ber S'oefftjient bon jad, — 2 ber bon — 2 ; ^^ 



^ .,. ..V o.s,v„.o..... .... ^ « , 3a— 7b 

3roei ©lieber eine§ 5ßol^nom§ Reißen gleid^namig, menn fie benfelben ^aupU 
faftor l^aben. 

Slnmertung« S)ie ©lieber eine§ 5ßol^nomS pflegt man leyifalifd^ unb, 
wenn e§ mögli(^ ift, nad^ fteigenben ober fallenben 5ßotenjen berfelben ®runb= 
jal^l ju orbnen; auc^ in jebem einseinen ©liebe ftellt man bie gaftoren in 
alpl^abetifd^er Drbnung jufammen. 

7a5x2 _ 12a4x3+ 1 a^x^ + ax«. 

^olgentitg« ©in ober mel^rere ^ol^nome abbiert man ju ^^ner 3ö§L 
über ju einem 5ßol^nome, inbem man i^re einjelnen ©lieber abbiert unb bie 
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48 OThtltiplitotion telattoer 3^ten. 

igleid^nomigen ©lieber burd^ Slbfoitbern be^ |)aut)tfoftor8 unb SScrcinigung ber 
Äoeffijtentett jiifommenf a§t. 

(12a* — 8a3b — ISa^b^) + (5f a^b — a2b2 -|_ ^^h^ 
= 12a4— 8a3b — 18a2b2 

-1-4^3 aSb _ a2b2+|-ab3 

= 12a4 — Ya^b — 19a2b2 + fab^. 

C 6ubfra6fton relafioer 3^^^«* 

§28. 

&cUüXun%. ©ne relattöe Qai)i öon einer anberen fubtral^teren l^etfet 
«ine Qafjil finben, toeld^e jur erfteren abbtert bte le^tere ergibt. 

Sel^rfa^. ©ubtral^tert man eine relative 3^^^ öon einer anberen, 
fo ergibt fic^ berfetbe ß^i^^ert, tt)te tt)enn man jum 9Kinuenbu§ ben 
©ubtra^enbuö mit entgegengefe^tem SBorjetd^en abbiert. 

Settiei« burd^ bte ^robe. ®§ ift 
(+a)-(+&)=(+a)+(-&), {-a)-{-b)={-a)+{^b)A 
(+«)-(-&)=(+«)+(+&), (_«)-(+&)=(- a)+(-&)i ^^^^ 
ienn wenn man jur redeten Seite jeber ®Ieid^ung ben ©ubtra^enbu^ ber 
linfen ©eite abbiert, erhält man ben 3Kinuenbu§. 

Sn^atfl. _(+&) = -&, _(_&)_ + &, 
ienn e§ ift a — (+b) = a + (— b); a — (— b) = a + (+ b). 
bringt mon auf beiben Seiten jeber ©leid^ung a in Sfbjug, fo ergibt fid^ bic 
löe^ouptung. 

3nfa^ 2. ©n 5ßol^nom fubtral^iert man, inbem man feine einjelnen 
'©lieber fubtro^iert, b. 1^. mit entgegengefefetem SJorjeid^cn abbiert. 

(22a3— Ila2b + 13ab2— 4b3)— (lOa^ — 8a2b — 7ab2-j-6b3) 
= 22a» _lla2b+13ab2 — 4b3 
— lOa-^ + 8a2b+ 7ab2 — ßi,s 
= 12a^ — 3a2b+20ab2 — lOb'^ 

D. <{Iht(ft))(tftaIiott relaftoer 3a^(ett. 

§29. 

@rfläntng« 3laä) ber S)efinition ber 3WuttipIifation ift unter SJerücf« 
fid^tigung ber §§ 26 bi§ 28: 

(4-a).b = (+a) + (+a) + (+a)H (bmal) = + ab (47) 

(— a) . b = (— a) -|- (— a) 4- (— a) H (^^mol) = — ab. 

Sägt ma^ aud^ hierfür ba§ SSertau)d^ung§gefe^ gelten, fo ift a\\6) 
b • (-f- a) = -j- ab, b • ( — a) = — ab. 
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ÜJhiltiplifatiott tclaüoer gal^len. 49 

3la(S) bem 5ßcrmancn}t)rinjtJ) erttjeitcrt man in biefcm (Sinne bcn Segriff 
i)c§ ^robufteS unb ctflärt: 

©ine abfolute 3^^^ mit einer relativen Qai)l multipltäteren l^eifet, 
iie Qa^i mit bem abfoluten SBert ber relatiöen Qaf)i multiplijteren unb 
t)em ^robuft baö SBorgeid^en beö SRuIti^IifatorS geben. 

äRan barf itn 2tugbru(f ^robult uuf b • (-j- a) unb b • ( — a) anmenben, 
trenn man nad^meift, bafe bie Sfted^nung mit ben|clben imter Slnmenbung ber 
€ben gegebenen ©rflörung unb ber für 5ßrobufte gettenben ©äfee ju richtigen 
ßrgebniffen fül^rt. 3n ber %ai ift 

1. (a + b).(— c) = a.(-c) + b.(-c) = (-ac) + (-bc)' 

= — ac — bc = — (a-f-b) -c, 

2. (a — b) . (— c) = a . (— c) — b . (— c) = (— ac) — (— bc) 

= — ac -|- bc = — (a — b) • c, 

3. (ab) .(— c)r=ra.[b.(— c)]=a.[— bc] = — abc = — (ab) • c, 
a a-(— c) — ac a 

lüie fid^ ergibt, menn mon auf bie tinfen ©eiten ber ®Ieid^ungen bie obigen 
^rllärungen antnenbet. 

Se^rfa^ 1- SRuItipIijtert man jtnei gleid^finnige Qai)Un miteinanber, 
fo ergibt fid^ berfelbe Qai)itoat, toie toenn man bem ^robuft i^rer abfo- 
luten Sffierte ba^ SSorjeid^en + 9^'^^- 

»eljaulitttnfl. (+a).(+&)=+aft; (-«)•(—&)=+«&. (48) 

»ettiei«. (+ a) . (+ b) = + a . (+ b) = + (+ ab) = + ab. 
(— a) . (- b) = — a . (— b) = — (— ab) = 4- ab. 
1J)o \>it ©rfaffung be^ @a^e§, bog bo^ 5ßrobuft auS jmei negatiöen Söffen pofitito 
ift, erfoljrungSmäSig große ©d^mierigleiten bereitet, fo foH bem obigen for== 
malen S9en)ei§ nod^ eine ©rläuterung l^injugefügt merben. 

SBel^anbelt man ndmüd^ nat^ ber gormel (16) 

(a — b) • (c — d) = ac — bc — ad -j- bd 
^unä^ft bag 5ßrobuft (5 — 3) • (7 — 4), fo mug ba§ Ergebnis 6 fein. 5)ici^ 
exf)'Üt man, ttjenn man ju ben teid^t öerftänblid^en 5ßrobu!ten 5-7 — 3-7 
— 5-4, bie jufammen — 6 ergeben, -]- 3 • 4 linjufügt. 

9Jad^ berfetben Siegel be^anbelt man je^t 

(3^5). (4 — 7) = 3- 4 — 5-4 — 3.7 + 5.7 
= 12 — 20 — 21 + 35 

(-2).(-3) = + 6. 

Se^rfa^ 2. ajJuIti^Hjiert man ^toei entgegengefe^te Sa\)kn mxU 
einanber, fo ergibt firt) berfelbe ßo^^^^t, tüte toenn man bem 5ßrobutte 
i^rer abfoluten SBerte ba§ SSorjeid^en (— ) gibt. 

ftambl^sl^acr, arit^mctif. 37. «uft. 4 
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50 iDflultipUfotion rclatiocr S^öfei^. 

»e^aujltttllö. (+«)•(— &)=—a&; (_a).(+&)=_aft. (49) 

SScttiCti^* (+ a) . (— b) = + a. (— b) = + (—ab) = — ab. 

(_a).(+b) = — a.(+b) = — ab. 

3ur ©rföuterung erfe^en voix bie S<^W^ + 2 unb -f- 3 micber burd^ 
bie S)ifferenäen (5 — 3) unb (7 — 4), bie Qa\)Un — 2 unb — 3 burd^ bie 
uneißentlidien 3)ifferenjcn (3 — 5) unb (4 — 7), benen burd^ bie ©infu^rung. 
ber negotiöen gölten 93ürgerred§t öertie^en ift. ®§ ift 

(-|_2).(— 3) = (5 — 3).(4 — 7)=5.4 — 3-4 — 5.7 + 3.7 
= 20 — 12 — 35 + 21 = 41 — 47 = — 6, 

(_2).(+3) = (3 — 5).(7 — 4) = 21 — 35 — 12 + 20 
= 41— 47 = — 6. 

3ufa^ 1* Um jtDet 9}fononxe nxtteinanber ju multipltjieren, fe|t man 
t)or bag 5ßrobuft ber ^auptfaftoren ba§ ber Äoeffijienten alg ga!tor. 

(_ |a3b) . (+ 6a2b2d3) = — 4aöb3d3. 

3ufa^ 2. Um ein ^ol^nom mit einem 3JJonome ju multipliäteren^ 
mutti^Iijiert man jebeg ®tieb be^ 5ßoI^nom§ mit bem SKonome unt> 
abbtert bie 5ßrobufte. 

(5x2y — f xy2 — f y3) . (— ^^^f) = — 4x5y3 + fx^y* + 2x3y5. 

3ufa^ 3, Um jtüei ^ol^nome miteinanber ju multitjlijieren, multt:^ 
pliäiert man jebe^ ®Iieb be^ einen mit jebem ®Ii^be be§ anberen unb 
abbiert bie erhaltenen 5ßrobufte. 

(0a3 — 3a2b +8b3).(4a2 + 2ab — 3b2) 

= 24a^— 12a^b + 32a2b3 

+ 12a4b — 6a3b2 + 16ab^ 

+ 9a2b3— 18a3b2 — 24b& 

= 24a^ + 41a2b3— 24a3b2 + 16ab*— 24b5 

= 24a5 — 24a3b2+41a2b3+16ab* _24b5. l 

3ufa^ 4. ©in 5ßot^nom, beffen ©lieber einen ga!tor gemeinf am 
^aben, läßt ftd^ burd^ Stbfonbern be^felben al^ ein 5ßrobuft barfteÖen^ 
n)eld^e§ au^ jenem gemeinf^aftlirt)en gaftor unb ber Summe ber be* 
jonberen gaftoren beftetjt. 

15a*b — 6a2b3+25a2x5— 10b2x3=3a2b(5a2— 2b2)+5x3(5a2 — 2b2) 
=(3a2b+5x3).(5a2— 2b2). 
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3)it)ifton reloÜDer Saluten. 51 

3uf a^ 5* S)a^ 5ßrobu!t mehrerer 3JJonome ift pofttiö ober negatto, 
je nai^bem bte negatiüen gaftoren in geraber ober ungeraber Qaf)i t)or» 
l^anben ftnb. 

(-j_ 3a) . (— 2ab) • (+ 3ac) - (— 4a2b) • (— SaV) 
= — 360a7b2c*. 

3rO(geruttg. SlUe ^ßotenjen einer relativen Qai)l mit geraben @j^ 
ponenten ftnb ^^ofitiö; bie ^ßotenjen mit ungeraben ©jponenten [inb 
pofttiö ober negatiö, je nad^bem bie ©runbja^I pofitiö ober negatiö ift. 

E. Stotfion relalioer 3tt^(^n. 
§30. 
@rnötuttg. Unter bem Quotienten au§ jtoei relativen !^ai)kn öerftetjt 
man bie Qa% toeld^e mit bem ©iüifor multiptiäiert ben ©iöibenbu^ gibt. 

gel^tfa^ 1, ©iöibiert man eine relatiüe Qaf)l burd^ eine gleid^= 
finnige Qai)l, fo ergibt fid^ berfelbe 3Sert, toie njenn man bem Quotienten 
i^rer abfotuten SBerte ba§ SSorseic^en (+) gibt. 

©eJjauJJttttlg- (+«):(+ ft) = + f. (-a):(-«^) = + f- (50) 

93etoieii^. SWuItipHjiert man bie redete Seite jeber ©leid^ung mit bem 
2)iDtior ber ünfen (Seite, fo ergibt fid^ ber S)iDibeiibu§ ber Hnfcn Seite, im 
erften gaöe -|-a, im snieiten — a. 

ße^rfa^ 2. ©iuibiert man eine retatiüe Qai)l burd) eine entgegen^ 
gefegte Qa% fo ergibt ftd) berfelbe SBert, toie toenn man bem Quotienten 
xf)xtx abfoluten SBerte ba§ SSorjeid^en ( — ) gibt. 

©eJjattJJttttlg- (+a):(-&) = -|, (-«):(+&)= -|. (51) 

3Smtx^. SKultipIiäiert man bie rechte Seite jeber ©leid^ung mit bem 
^iötfor ber (in!en Seite, fo ergibt fid^ ber SiöibenbuS ber liufen Seite. 

3ufa^ 1* Um ein SKonom burd^ ein 9Jfonom ju bioibieren, multi= 
plijiert man ben Quotienten ber ^auptfaftoren mit bem Quotienten ber 
Äoeffijienten. 

(- 12a7b^) : (+ f a^b) = — 20 ^ = — 20a^b3. 

a 

3ufa^ 2. Um ein 5ßoI^nom burd) ein SKonom ju biöibieren, 

biöibiert man jebe^ ®Iieb be^ ^ol^nom^ burd^ ba^ SKonom unb abbiert 

bie erhaltenen Quotienten. 

(20a3b — 15a2b2 -(- 30ab^) : 5ab ^ 4a2 — Sab + 6b2. 
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3ufa% 8* Um ein ^ol^nom burd^ ein anbete« ju biöibieren, orbnet 
man beibe nai^ bemfelben ®efe|e, biöibiert baö erfte ®Iieb beö ®it)i= 
benbu« (D) burd^ baS erfte ®Iieb beö 2)it)iforg (d), multipliäiert ben 
Quotienten (qi) mit bem gangen ©iöifor, jie^t ba« ^robuft t)om S)it)t^ 
benbuö ab, biöibiert l^ierauf ba« erfte ®Iieb beö georbneten SRefteö bnxd) 
baö erfte ®Iieb be« ©iöifor«, multiplijiert ben Quotienten (q2) mit bem 
©iöifor, jiel^t baö ^ßrobuft öom SRefte ab, biöibiert hierauf ba« erfte 
©lieb be§ neugeorbneten SRefteö burd^ ba^ erfte ®Iieb beg ©iöiforö uftt). 
^ann ift, n)enn bie ©iüifion aufgebt, Q == qi + 92 + qs + . • . ber ge* 
fud^te Quotient. 

»eiflltcL Quotient: ^a* — 4a3b + 9a2b2 

(||a8 — 8a6b2-|-81a*b*):(|a^ + 4a3b + 9a2b2) 
^a^ + 4a6b2 +Y-a7b 

_ijßa7b— 12a6b2 + 81a^b4 

— Ya^b — IGa^b^ — BGa^b^ 



+ 4a6b2+36a5b3+81a4b* 
+ 4a%2-j-36a5b3-f 81a^b^ 

aScttieii^. D — (qid + qad + qsd-j ) = ober 

D-d(qi + q2 + q3+---) = 0, D = d(qi + q2 + q3 + •••), 

j = qi + 92 + qs H — = Q. 

Slnmetfuttg« &ti)i bie S)it)ifion nod^ ^erunternal^me aUer ©lieber t)e§ 
'^iöibenbuS nid^t auf, fo fanu man entmcber ben SReft al§ S^W^ ^'"^^ SSrud^e«, 
beffen 9?enner ber S)töifor ift jum Quotienten ^injufügen ober bie Sied^nung 
fortfc^en. SKan erl^ält im (enteren gallc eine enblofe Steige öon ®tiebcm. 

^ =l+j^ = l + X + x2 + j^ = l + X + x2 + xB+... 




.^1_X + --^ = 1— X + X2 — X^+. 



1+X ' 1+X 

3>tfa^ 4. Slbgelürjte 2)tOifion. 

(x* — 6x8 + 8x2— 12x + 45):(x — 3) =x« — 3x2 — X— 15 
t X* =F 3x3 



3x3 

3x3 ±9x2 



x" 

x2± 3x 

— 15x 

=P 15x±45 
Ö 
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Da bie erften OJieber ber 2:eilt)robufte 6ei ber <SubtraItton ftetS ben SWeft kffen, 
f önnen fie fortbleiben, bie jmeiten ©lieber nber f önnen o b b i e r t »erben, wenn man 
ben Jeitquotienten gleid^ mit + 3 multi|)liäiert. 33ieS ergibt folgenbe gotnt: 

(x* — 6x3 + 8x2 — 12x + 45):(x — 3) = x3— 3x2 — X — 15 
+ 3x3 — 9x2 — 3x — 45 (+3) 
— 3x» —X — 15x 
(änblicJ) fann man aud^ nod^ bie ^otenjen tion x forttaffen unb Uo% mit ben Äoeffi= 
lienten reebnen 

(x* _ 6x3 + 8x2 — 12x + 45) : (x — 8) 

1—6+8—12+45 
4-3) 0-1-3 —9 _ 3 —45 

1_3 _i _15 

atefuttot: x3 — 3x2 — Ix— 15 

ä«on )>rid^t 1 • 3 ift + 3 — 6 ift — 3 • 3 ift — 9 + 8 ift — 1 ufro. 
S)ie§ empfiehlt ]i(!^ befonberS, menn baSjelbe 5ßol^nom burc^ meutere Söinome 
biöibiert roerben jott; j. S9. x» + 2x* — 32x3 — 15x2 + 158x + 120 
burc^ (x — 3) • (x — 4) • (x + 2). 

1 +2 —32 —15 +158 +120 
+ 3) +3 +1 5 — 51 — 198 — 120 

+ 4) 

-2)_ 

1+7+5 Ouotient: x2 + 7x + 5. 

©rgibt ba^ le^te ®Iieb ni(f)t 9?uU, fo gel;t bie !EiDifiün nid^t ouf, j. ©. roeiin 
man ba§ obige ^oIt)nom burd^ (x — 2) biöibiert. 

1 +2 —32 —15 +158 +120 

+ 2) +2 +8 —48 —126 +64 

1 +4 —24 —63 +32 +184 

Duotient: x< + 4x3 _ 24x2 _ 63x + 32 ■ ' ^^^ 



1 +5 


— 17 

+ 36 


— 66 

+ 76 


— 40 

+ 40 


1 +9 
— 2 


+ 19 
— 14 


+ 10 
— 10 





X — 2 
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^niDenbungen ber mer ®runbred)nung5Qrfen. 



1* ^apifel. ^ie oier (Spezies ntif befiabifc^en 3<i^I^i^^ 

§31- 

S)ic Slegetn über bie 2lbbition, ©ubtraltion, SRuItit^Iifation unb S)it)ifioit 
belabifd^cr Saf^lm ergeben fid^ au§ ben über ba§ SRe^nen mit ^ßol^nomen 
aufgeftettten Siegeln unter Sead^tung folgenber @ä^c: 

a. Sebe befobifd^e 3^»^! tann afö ein nad^ fottcnben ^otcnjen öon 10 
georbneteS ^ol^nom bargeftettt lüerben. 

8506 = 8 . 103+ 5 a02 + . 101 + 6. 

b. 3ebe§ ^robuft, beffcn ^auptfoftor eine 5ßotenj öon 10, unb bcffen 
Äoeffijient größer atö 10 ift lägt fid^ in eine Summe öon jmei ober mcl^rercii 
^robuften öermanbeln, meiere auger ber 5ßotenj be§ ^ouptfaftorg bie näd^ft 
l^ö^eren ^JJotenjen öon 10 entl^olten (3urüdffü^ren auf l^öl^ere ^otcnjen 
tjon 10). 

36. 108 = 3. 10^ + 6.103; 823.108 = 8.10^ + 2.10^ + 3.108. 

c. Umgele^rt lägt fid^ jebe nad^ faHenben ^otenjen öon 10 gcorbnete 
©umme in ein ^JJrobuft öermanbeln, bcffen ^auptfattor bie niebrigfte ber 
t)orl^anbenen ^otenjen Don 10 ift (Slbfonbern ber niebrigften ^otenj 
öon 10). 

4.106 + 0.10^ + 3. 10^ = 403. 10^ 8. 10^ + 9. 10* = 89. 10*. 
S)ie SRegeln für bie Stbbition unb ©ubtra!tion ergeben fid^ unter än= 
tpenbung ber ©d^e a unb b fofort nad^ bem Drbnen ber ^ßol^nome. 

8436 + 836 + 2089 = 706 — 485 = 

102 + 3. 
102 + 3. 
102 + 8 ■ 



8.108 + 4 

+ 8 

+ 2-108+0 

10* 1103 1 



102 2 



102 + 6 



10^ + 6 10. 101 

101 + 6 7.102 + 0. W + 6 

10^ + 9 4.102 + 8.10^ + 5 

101 2.102 + 2. 10^ + 1 



10^ + 1 =221 



1.10* + 1. 108 + 3. 
= 11361. 

Sei ber ©ubtraftion fann aud^ bie Definition ber S)ifferenj al§ ber Qa^, 
ireld^e jum ©ubtra^enbug ju abbieren ift, um ben SKinuenbuS ju ermatten, 
fcenufct njerben. 6 4 3 2 fpric^: 7 bi§ 12 ift 5 

3i 8i 9 i 

2 5 3 

Sei biefem, öfterreid^ifd^e ©ubtraftion^met^obe genannten SSerfal^ren 
fienu^t man t)tn @a^, bag man ben ©ubtral^enbuS öergrögem fann, ftatt 



7 


10 5t8 13 ift 3 


5 


9 6t8 14 ift 5 




4 m 6 ift 2 
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2)ie t)ier ©pejicS mit befabifd)en 3<i^^^«- 55 

ien 3Rinuenbu8 ju öerKeinern. ®8 ift ia (a — m) — b = a — (b -|- m). 
Sei bem alten SSerfal^ren „borgte" man einen 3^^^^^ ^on ber 3, bei bem 
^Jfterreid^ifd^en obbtert man einen Qe^nex jn ber 9. 

§82. 

S)ie SRuItit)IiIation unb 5)it)ifion befabifd^er 3ö^len mirb ote befannt 
DorauSgefe^t. Sd^reibt man z für 10, fo ift 



729-34 


2i 


(7ä 


=" + 


2z 


+ 9)-(3z + 4) 


2187 
2916 


+ 2l! 


+ 


6 z* 

28 z' 


' + 27z 

'+ 8z + 36 


24786 


21: 

5* +4! 


.3 + : 

.3 + 


34 z' 
7 z' 


' + 35Z + 36 
ä+ 8z+ 6 


8862:211 
844 

422 

422 



= 42 










(8z8 + 8zs 

8z» + 4z5 

4zs 

4z^ 


' + 6z 
' + 4z 
^ + 2z 

' + 22 


; + 2): 

-+2 

: + 2 


;(2z2 


+ ] 


[z + l) = 4z + 





2lt§ proltifd^ fann biefe ßettegung ottenfattS bei StuSbrüden gelten, 
»eld^e bte gomteln (17), (18), (19) anjurtenben geftotten. 

37« = (3z + 7)«= 9z« + 42z + 49= 949 + 420=1369 
(39)« = (4z — l)2=16za— 8z+ 1=1601— 80=1521 
42 • 38 = (4z + 2) (4z — 2j = 16za — 4 = 1596 
1206 • 1194 = (12z2 + 6) (12z2 — 6) = 144z* — 36 = 143964. 



2« ^opifeL ^on ben Sejimallirüc^en« 

§33. 
©rllärung. Sin 2)eäimoIbrud^ ift ein örud^, beffen Qlxf)lev eine 
^anje S<^i)i, unb beffen SRennet eine betabifi^e (Sin^eit (^otenj 
t)on 10) ift. ©n ©ejimolbrudi ift ein edjter ober unediter, je nad^bem 
t)er 3ö^Iet Meiner ober größer ift aU ber 9ienner. 

Sel^rfo^ 1. Sfeber ^ejimattru^ ßfet fid^ ofö eine Summe bon 5)ejtmal= 
ftrüd^en barfteffen, beren 9?enner bie aufeinanber folgenben ^oteujen bon 10 finb. 

3,0,8. 6 



547,3086 = 547 + :^ + — ,4 



10 ' 100 ' 1000 ' 10000 
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&tfft\aii 2^ SBenn man in einem ®cjimoIbruc^c baö Somma 1, 2, 3 . . . 
©teilen naä) red^tö ober linfö öerfd^iebt, jo toirb er baburd^ mit 10, 100^ 
1000 . . . muttit)tijiert bjtü. bibibiert. 

070Q S728 

3,728.100 = ^ = 372,8; 3,728:100 = ^^^ = 0,03728. 

3ttfa^* SSon einem S)ejimalbruc^e erhält mon einen SZö^erungSmertr 
wenn man bon red^tS l^er ©teilen weglägt. Sft ber giffctipert ber erften 
bemad^Iäffigten ©teile ^ 5, fo erl^öl^t man ben ber legten gebliebenen ©teHe 
um 1. 5)er begangene geinter betrögt l^öd^ftenS eine ^albe ©nl^eit ber legten 
beibehaltenen ©teile. 

§34. 

®ic SRegeln über Stbbition, ©ubtraftion, 9KuItipIifation unb S)ibifion 
bon 3)ejimalbrüd^cn werben afö befannt borauSgefc^t. ©ic ftc^en in Über^^ 
einftimmung mit ben für $ßot^nomc gettenben Siegeln. 

S)a^ 5ßrobuft ^at fo btele 5)eäimalftelten tote bie gaftoren äufammen* 
genommen. 

<Btati burc^ einen S)ejimalbru(^ ju bibibieren, fann man burd^ bie au^ 
benfelben ä^ff^^'i^ gebilbete ganje ßal^I bibibieren, menn mon ben 5)ibibenbu^ 
cntfprcd^enb erweitert. 

23 23 . 100 2300 



0,57 0,57.100 57 

2,349 2,349 . 100 234,9 



2300:57. 



= 234,9:57. 



0,57 0,57 . 100 57 

^ßroftifd^ wirb bie Siegel gewö^nüd^ auögefprod^en: ©d^iebe ia^ 
Äomma im S)ibifor an§> (£nbe unb im ©ibibenbuö um ebenfobiet ©teilen 
nad^ red^tö. 

Srid^t man bie Sibifion an einer ©teile ab, fo mufe man, wenn ber 
le^te Sieft fo grog ober größer ift al§ bie ^älfte be§ S)ibifor§, bie le^te 
S)eiimal5iffer be§ Cuotienten um 1 erl^Öl^en. 3)er geiler beträgt bann 
^öd^ften^ eine ^albe ©in^eit ber legten beregneten ©teile. 

§35. 

Stbgefürjte SRuItipIifation. SBenn nic^t ba§ ®egenteil au8== 
brütflic^ belannt ift, ift jeber ©ejimalbruc^ afö eine abgefürjte Qaf)l ju be* 
trad^ten, bie le^te S^^^^ ift ölfo ungenau, bie rec^t§ bon einem @rgebni§ ber 
legten S^^^^ fte^enben B^ff^^^i^ 5^ berechnen f)ai alfo feinen ©tun. 2lu§ biefem 
®runbe fürjt man bie 3KuItipIifation ab. Um bei Seftimmung be§ SommaS^ 
be§ ^robuft§ feine ©d^wierigfeiten ju ^aben, wö^It man bie fürjere Qa^i 
5um 9KuItipIifator, rüdEt in i^r ba§ S^omma ^inter bie erfte bon SRuH ber- 
fd^iebene ßiff^^ w^b im 9KuItipIifanbu§ um ebenfobiel ©teilen in entgegen* 
gefegter 9iic^tung. 
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®§ ift jo 

•37 
37 • 0,57 = 0,57 • 37 = 0,57 • 10 ~ = 5,7 • 3,7 

109 

0,5497 • 123 = 0,5497 • 100 ~ = 54,97- 1,23 

54,97 • i,23 

54,97 

10 99 

165 

67,61 
Sied^enanroeifung: 54,97 • 1, S'omma njte im SRuItipIitonbug, ^unft 
ü6er 1 unb 7, 7 • 2 = 14, 4 fortgetaffen, 1 jit 549 • 2 abbtert, 5ßunft über 2 
unb 9, 9 • 3 = 27, 3 ju 54 • 3 abbtert, Stbbition ber Seilprobufte. 

9l6gefüräte Sibifion. 0,8064 : 5,1072. 

8064 : 5iÖ72 = 0,1579 
5107 

2957 
2554 



403 
357 

46 
SRed^enonlueifung; 8toufenb bucc^ öltoufenb ift OSomnia, $unft 
über 2; Staufenb burd) ötoujenb ift 1, 1X2 wirb fortgelaffen, 1-5107 
fubtro^iert, $|Jun!t über 7; 29^unbert burd) 5^unbert ift 5, 5X7 = 35, 
abbiere 4 ju 510 - 5, fubtra^ierc 2554, ^mtt über 0; 403 : 51 = 7 uff. 

§36. 

SRan bertüanbelt einen gemeinen Sruc^ in einen S)ejimalbrn(j^, inbem 
man bie int ajrud^e angebeutete ®ibifion be§ 3^^!^^^^ ^^^^ ^^^ SKenner an^^ 
fül^rt. &d)i bie S)it)ifion, ^inreic^enb fortgefe^t, anf, fo erhält man einen 
enblid^en, gel^t fie nid^t auf, einen unenblid^en ©ejimalbruc^. 

93ei ber aSemanblung eineS boUftänbig gehobenen 9}rud^e§ in einen 
5)e5imaI6ru(^ erl^ätt man einen enblid^en SDejimatbrud^, menn ber S^ienner nur 2 
unb 5 unb i^re ^Potenjen aß gaftoren enthält. 

®e]§t bie ^ibifion nic^t auf, fo muß einer ber früheren JRefte unb Uon 
ba ab bie frühere SRed^nung unauf^örlid) mieberfe^ren. 

27 : 44 = 0,613636 . . .; 17 : 36 = 0,47222 . . . 

®in folc^er ©ejimalbrud^ l^eigt ein periobifd^er SejimolOruc^. S)ie 
Sleil^e 3iffß^"f ipeld^e beflänbig njieberfet)rt, ^eigt bie ^eriobe. ®ie 2)e}imal=^ 
brücke ^ei^en rein t)eriobifd^, menn bie ^ßeriobe unmittelbar I)inter bem 
Äomma beginnt, fonft gemifc^t periobifd^. S)ie Steige Siff^i^r n^eld^e au^ 
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i)en ber 5ßeriobe öorongcl^enben (bcn SSorfteKen) unb ben bie ^criobc bUbcnbcn 
3iff cm befielet, l^ci^t btc öcmtfc^te Jßeriobe. Die $ßcriobc mirb burd^ einen 
i^orijotttaten ©trid^ über il^r angebeutet: 

0,47222 = 0,472 . . .; 0,613636 . . = 0,6136 . . . 

§37. 

1. 6tnen enblid^en SBejimalbrud^ öermonbelt mon in rinen gemeinen f8xuä), 
inbem man i^n afe fold^en fd^reibt, unb wenn eS möglici^ ift, ^tit. 

725 29. 768 48 

2. ©inen rein t)eriobi)d^en Sejimalbrud^ bermanbett man in einen ge^ 
meinen ajrud^, inbem man afe göl^Ier bie 3iffcm ber ^eriobe unb atö 9?enner 
jobiel 9?eunen fd^reibt, al§ bie $(?eriobe 3iffcm f)at 

»el|a»^)tang. 0,702 = ^- 

Sewei^. ©ejetii^net man ben gefuii^ten Sörud^ mit x, fo ifi: 

x = 0,702 702 702 , 

cl\o, ttenn man mit 1000 muUipIijiert: 

1000 X = 702,702 702 702 , 

folfltid^, wenn man bie o6ere ©leid^ung Don ber unteren abjie^t, 

999X-702 x-^^2-^^- 

999x_702, x_^^_g- 

3. S)ie SSerhjanblung etne§ gemifctit periobifd^en Sejimalfirud^eS jetgt boS 
^eif*»'«!: x = 0,70666... 

1000 x = 706,666... 
100 x= 70,666... 



900 X 


= 636 






636 


53 


X: 


900' 


~75' 



3« Kapitel, ^on ber 2eU(>or6eif ganjer 3A^I«n< 

§38. 

^{(ärungetu Eine S(^% meldte in einer anberen o^ne 9left entölten 
ift, l^eigt ein 5Ka§ ober SIeiler biefer 3ö^1 u^^^ bie le^tere ein äSietfad^e^ 
(S)ibibuu§) ber erfteren. (Sine Saf)l, n»eld^e in jn»ei ober mel^reren anberen 
o^ne Sieft enthalten ift, l^eigt il^r gemeinfd^ofttid^eS 3Ra§; ba§ größte 
QemeinfdiaftUd^e aWag (abgefürjt g. g. 9K.) mel^rerer S^W^ ^ft ^^^ 9tö§te Qa% 
njeld^e in jeber berfelben aufgellt. 

@ine Qa^, in meldier anbere Qaijlen ol^ne 9left entl^alten finb, tt)irb 
ein gemeinfd^aftlid^eS SSieIfa^e§ biefer ^äf)ltn genannt. S)ag fleinfte 
öemeinfd^aftlic^e SSielfad^e (abgefür^t f. g. SS.) mehrerer 3ö^fen ift bie fleinfte 
5a^I, in ttjeld^e jebe berfelben oufgel^t. 
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®ne Sa% tüdäjt nur ®in§ unb fid^ fclbfl jum 3Ragc l^at, njtrb eine 
Ißrimäol^I genannt (1, 2, 3, 5, 7, 11, 13 uftn.). Die anbeten Sa^tn 
l^eigen äufammengefe^te 3ö^I^i^- ®^c SSielfad^en bon 2 §ei§en gcrobe 
3a^Ien, bie anbeten ungetabe Saf)Un. S)ie allgemeine gotm bet etftetcn 
ift 2n, bie bet leiteten 2nzblr mobei n ben SBett jebet ganzen Qai)l an^ 
ncl^men fann. S)ie einfad^en S^^fe^r in tüeld^e jebe jufammengefe^te 3^^! 
jetlegt wetben fann, l^ei^en i^te ^timfaf toten. S^^ten bon bet gotm 6n dr 1 
finb fel^t oft ptim. 

3wei S<^f)Un, ttjeld^e äuget ber @in§ fein gemeinfd^aftlid^eS Wla% l^aben, 
nennt man teiletftcmbe 3ö^Icn. 

ße^rfa^ 1. Sebeg 3»a§ (m) einer Qd)l a ift ein 9»a§ jebeg SBiel- 

fad^en (na) bet Qaf)L 

9ttod^^ S)a nad^ SSotauSfe^ung — eine ganje 3^^! ift, fo ntu§ aud^ 
Q HS, ^^ 

n- — = — eine ganje S^^^ M«, b. 6. m ift ein 3Ra§ bon na. 
mm 

Se^rfa^ 2. Sebeö gemeinfd^aftlid^e SD?afe jtpeiet QQi)Un (a unb b) 

ift ein 9Wa§ bet ©umme obet ©iffetenj beibet 3^^^^^- 

a b 

Setoetö« S)a nac^ SSotau^fe^ung — unb — ganje 3ö^fen finb, fo mu§ 
■L . t mm 

<iudb — ziz — = eine gauAe 3^^^ fein, b. b. m ift ein 3Ra§ bon a i b. 

mm m 

@tnäruitg. 3ft eine 3ö^t a nit^t ol^ne 3teft butd^ eine Qaf)! h teilbat, 
fo gibt e^ immet ein folc^e^ Sßielfad^e qb bon b, ba§ qb<a, bagegen 
(q-f-l)b>>a ift; bann fagt man: b ift in a qmal entl^alten, a — bq = r 
ift bet hti bet Dibifion üon a unb b entfte^enbe 9left, unb a Iä§t mit b 
ben 9left r. 

Se^rfa^ 3. 3ebe^ gemeinf^aftlid^e SKafe bon ©ibibenbug nnh 
2)ibifor ift aud^ ein 9Wa^ beg 9lefte§; \tbz^ gemetnfd^aftlid^e SWafe bon 
©ibifor unb 9Jeft ift aud^ ein 2»a6 be^ 5)ibibenbug. 

Settieii^. Sejeidjuet a ben 3)ibibenbu§, b ben ®ibifor, r ben SWeft, 
jo ift a — bq = r. SBenn nun eine 3ö^I in a unb b, alfo aud^ in bq ouf= 
ge^t, fo mu§ fie aud^ in a — bq, b. i. in r aufgeben. 

Se^rfa^ 4. ®ie Summe mel^rerer 3o^ten ift burd^ eine Qai)l teilbar, 
menn bie ©umme ber 9lefte, tueld)e bie einselnen Summanben bei ber 
2)iüifion burd^ bie 3^^! Iciffen, burd^ fie teilbar ift. 

Semeti^. Saffen ai, a2, as.. iti ber ©ibifion burd^ bie Qat)! m hk 
Diefte ti, T2, r^,., unb begeid^nen qi, q2, qs«. bie babei fid^ ergebenben 
Duotienten, fo ift: 

ai = mqi+ri, a^^mqa + rg, a3 = mq8 4-r3.. ., 

fotglid^ 

ai + 32 + aQ + . • = m(qi + q2 + qs H ) + ri + tg + rg -| , 

unb ba ba§ erfte (Stieb red^tS burd^ m teilbar ift, fo muß bie gauje redete 
Seite, alfo aud) bie Summe auf ber linfen (Seite burd^ m teilbar fein, menn m 
€in 9Ka§ bon ri -f- r2 + rg -| ift. 
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943 


299 


897 


276 


46 


23 


46 





§39. 

SbtfgaBe. ®a§ ötögtc gemcinfd^aftlid^e 9Wag (g.g. 3R.) jipeier S^^^^ 
a unb b ju finben. 

Sdtflöfnng. SRan bibibiere bie größere 3<i^I a burd^ b, ben S)it)tfor h 
burd^ ben bei ber erften ®ibifion entftonbenen Sleft ri, ben SReft ri burc^ 
ben bei ber jtüeiten S)ibifion entfionbenen SReft t2, l^ierauf t2 buxd) ben bei 
ber brüten ^»ibifion entftanbenen SRcft rg ufw., bi§ bie ©iuifton aufgellt; bann 
ift ber le^te SReft bag g.g. SR. beiber Ballen. 

»eif^ileL 943 299 3 

6 
2 

Settieti^. 5luS ben S)ibifionen ergeben fid) bie Oleid^ungen: 
ar=bfi-(-ri, b = riqi + r2, ri = r2q2 + r3r ra^rsqg, 
folglid^ 

a — bq = ri, b — riqi = r2, rj — r2q2 = r3, r2 = r3q3. 
9?un ge^t r3 in rsqs auf, alfo auci^ in 12 unb in 12 q2; 

rs gefjt in r2q2 unb 13 auf, alfo auc^ in ri unb riqi; 
rs ge^t in riqi unb T2 auf, alfo oud) in b unb bq; 
rs gel^t in bq unb in ri auf, alfo aud^ in a; 
folglich ift 13 ein gemeinfd^aftlid^e§ 3Ra§ bon a unb b. 

Slngenommen, m fei ein anbere^ SRa§ bon a unb b, fo gel^t m aud> 
in bq, alfo in a — bq ober in ri auf, m ge^t in riqi unb in b auf, alfo 
aud^ in r2 unb in r2q2; m gel^t in r2q2 unb in ri auf, alfo aud^ in rs; 
folglid^ ift nKC^rs, mithin ift rs bag g.g. SR. 

3ugleic^ leud^tet ein, ba§ in bem g.g. SR. jmeier Qa^tn icbe§ anbere 
o^ne 3teft enthalten ift. 

3wfii^. 3^^^ B^'^I^^ fi^^ teiterfremb, njenn i^r g.g.SR.r alfo ber 
le^te gjeft gleid^ (£in§ ift. 

§40. 

Ce^rfa^ 1. Sebeö Wla^ m eineö 5ßrobu!teio ab, tt)dii)e^ ju bem 
einen galtor b teilerfremb ift, ift ein SRafe be§ anberen galtor^ a. 

äSetoei^. SSeil b unb m teilerfremb finb, fo ift: 

b — mq = ri, m — riqi = r2, in-i — inqn = lr 

folglid^ ab — amq = ari, am — ariqi=ar2, ....arn_i — ar^qn^a. 

S)a nun m na^ SSorauSfe^ung ein SRa§ bon ab unb amq ift, fo ift 
e§ aud^ ein SRa§ bon ari, folglid^ aud) öon ar2, ars, ..arn, folglid^ axi6) 
bon a. 

3ufa^ 1. '^eht ^rimjal^l m, meldte ein SRag eineg ^^robulteg ab ift, 
ift ein 3)?a| eine§ ber gaftoren. 

3ufa^ 2. SBenn eine 3^^^ c mit ^mei Qai)kn a unb b teilerfremb 
ift, fo ift fie aud^ mit i^rem ^robuftc teilerfremb. 
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Ofolgenntg. SBcnit a unb b teiletrfremb finb, fo ift aud^ jebe 5ßotcnj 
t)on a mit Jebcr ^ßoten^ t)on b tcÜerfremb. 

Se^rfa^ 2. 3ebe Qaiil läfet ftd^ ttur auf eiite Slrt aU ein ^ßrobuft 
Don ^ßrimäal^ten barftellcn. 

Setoetö. ®ie Qa^ z fei glcid^ beiti ^ßrobuftc bev ^primjal^Icn abcd...; 

abcd 

iDörc ou§er i^ncn oud^ bic ^rimäol^t a ein 2Ro§ bon z, jo mü§tc 



tine gonje Saf)l fein, fotglid^ ein galtor, titoa a burd^ a teilbar, alfo entttjcber 
a = q a, f ontit a feine ^rimja^, ober a = a fein, toa^ bcibe^ ber SSoraug* 
fe^ung miberfprid^t. 

S(nfgate« Sine ^ufammengcfe^te ßa^I in i^re 5ßrimfaftoren 5U ^erlegen. 

S(uflöfnng. SRon bibibiere bie 3ö^t ««*> i>fe baburd^ erhaltenen Duo- 
tienten, fo oft al§ eS o^tte 9ieft ntögtid^ ift, burd^ 2, bann ber 9?ei^e nad) 
burc^ bie folgenben ^Primja^ten unb fä^rt fo fort 6i§ ju berjenigen ein= 
fd^He§Iid^, beren Duabrat nod^ nid^t größer ift al§ ber le^te Duotient. Qft 
berfetbe burd^ fie nid^t teilbar, fo ift er felbft eine ^ßrirnja^I. 



24220 


2 


12110 


2 


6055 


5 


1211 


7 


173 


173 



3n 173 ge^en 7, 11, 13 ni^t auf, 172>173, alfo brandet man 
bie S)ibifion burd^ 17 nid^t ju uerfu^en. 173 ift felbft eine ^primjo^l, benn 
toenn 173 einen gaftor gleid) ober größer dtö 17 ^ötte, fo müßte ber anbere 
gaftor <17, alfo bereite gefunben fein, mithin ift 
24220 = 22.5. 7. 173. 

S(ufgaie* S)a8 g. g. SR. unb bog f. g. SS. mehrerer 3^^^^ ä« finben. 

3(nfI9fuitg. 1. 3Kan itxit^e jebe S^^i iit i^re Jßrimfoltoren, bereinige 
\>k gleid^en gaftoren ju ^ßotenjen, fo ift bog ^^robult ber in offen 3q^I^»^ 
tjorlommenben 5ßrimfa!toren in i^ren niebrigften ®jt)onenten ba§ g. g.SR. 

»eif^ileL 315 = 32.5.7; 1890 = 2.33.5.7; 2520 = 2^.32. 5- 7. 
2)a^ g.g.äR. ift: 3^.5.7 = 315. 

2. SRon jerlege jebe 3^^^ in il^re $Primfaftoren, bereinige bie gleid^en 
gaftoren ju ^otenjen, fo ift bQ§ 5probu!t aKer borfommenben 5ßrimfaItoren 
mit il^ren ]^öd)ften ©yponenten ba§ f. g. SS. 

»clf^iicL 24 = 23.3; 36 = 22-32; 60 = 22-3. 5; 350 = 252. 7. 
5)a§ f.g.S?. ift: 23.32.52.7=^12600. 

Srfläruttg. SRad^ § 31 ift iebe belabifd^e 3a^t Qleid^ einem nac^ foHenben 
^otenjcn bon 10 georbneten ^ol^nome, alfo 

z = anlO»^ + a^_i.lO'i-i + a^_2-10»^-2H ^a^-lO^ + ao. 
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Unter bcr Oucrjumme einer ßa^l berftel^t man bie Summe ber 
S*oeffijienten ber ^^otenjen bon 10 ober bie ©umme ber Siff^^« o^e Sftüdffid^t 
auf i^re ©teüenmerte. 

Unter ber Cluerbifferen§ berfte^t man bie ©umme ber Siff^nt an 
geraber ©teile, berminbert um bie ©umme ber Biff^^n «" ungeraber ©teile, 
a. 83. 7496 0.S). 7 + 9 — (4 + 6) = 6. 

Se^rfalfe 1. Sine Qa^ ift bur^ 2 ober 5 teilbar, toenn bie legte 
ßtffer ober burd^ 2 bejie^ung^tpeife 5 teilbar ift. 

(£ine Qaf)l ift burd^ 4 ober 25 teilbar, tüenn bie beiben legten 
ßtffern SRuHen finb, ober bie auö it)nen gebitbete 3^^^ ^^^^ ^ 6jtp. 25 
teilbar ift. 

(£ine 3^^! ift burd^ 8 ober 125 teilbar, tpenn bie brei legten 
3iffern Stallen finb, ober bie an^ i^nen gebilbete 3ö^l burd^ 8 bjto. 125 
teilbar ift. 

^ttottö. ©tettt mau bie 3<i^l z öfö 5ßol^nom bar, fegt alfo 

z = an-10« + an-ilO«-i-] has-lO^ + aa-lO^ + ai-lO^ + ao, 

fo tann man 

1. 10^ abfonbern 

zr^lOCan-lO'^-iH ^ai) + ao. 

®a§ erfte ®tieb ift burd) 2 unb 5 teilbar, »eil ein gaftor (10) burc^ 2 
unb 5 teilbar ift. Senn alfo bie legte 3iffet ao aud^ burd^ 2 unb 5 teilbar ift^ 
fo ift 2 burd^ biefe S^¥^^ teilbar. 

2. 10^ obfonbern 

z = 102(an-10«^-2H [-a2) + ai.l0^ + ao. 

3)a§ erfte ©lieb ift burd§ 4 unb 25 teilbar, meil ber erfte gaftor 10^ = 100 
burd^ 4 unb 25 teilbar ift. SBenn alfo bie au^ ben beiben legten B^ff^^ 
gebilbete 3o^l ai- 10 + ao auc^ burc^ 4 unb 25 teilbar ift, fo ift aud^ burd^ 
biefe 3fi^l^tt teilbar. 

3. t^nlid^ ift ber »ett)ei§ für bie Jeilbarfeit burc^ 8 unb 125. 

ße^rfa^ 2. ©ine Qai)l ift burd^ 3 ober 9 teilbar, tpenn i^re Quer^ 
fumme burd) 3 bjh). 9 teilbar ift. 

Sctaeiö. ©egt man mieber z = an • 10*^ -1 |-ai • 10^ + ao unb 

bibibiert ein beliebige^ ®lieb ak • 10^ burd^ 9, fo lä^t bieg ben 9left at. Senn 

y y y 

ftet§ burd^ 9 teilbar ift, bleibt bei ber S)ibifion ber SReft ak. ®ie ©umme 
ber atefte (§ 38, Se^rf. 4) ift alfo gleid^ bcr ©umme ber Biffem, b. f), ber 
üuerfumme. 3ft biefe burdfi 9 teilbar, fo ift aud^ bie S^^l burc^ 9 teilbar. 
6ntft)red^enb ift ber SettjeiS für 3. 
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3itfa^ 1* 3Wultit)tiäiert man bie Sßeunerrefte ber Duerfummen ber 
galtorcn eineS ^robulte^ mitetnanber, fo erl^dlt man ben 9?eunerreft ber Duer:^ 
fumme be§ 5ßrobuft§. (SKeunerprobe.) 

5083.728 = 37000424, 
QS:16,17,20; NR7,8,2; 5ßrobe7 .8 = 56 = 9-6 + 2. 
»emcfe f. 3ufa^ 3, »eifpiel 

3itfa^ 2^ Stile geraben Sö^t^^r htxtn Cuerfumme burd^ 3 teilbar ift^ 
finb burd^ 6 teilbar. 

Se^rfal^ 3. ©ne 3^^^ ift burd^ 11 teilbar, tpenn i^re Quer* 
bifferenj burd^ 11 teilbar ober 9iull ift. 

»ewciö* a2.10a:ll^a2(99+l):ll = 9a2 + ||; 

a4-10*:ll=a4(9999 + l):ll = 99a4 + |i. 
*5)ag erfte, britte, fünfte ®lieb lägt alfo bei ber S)ibifiott burd§ 11 bie Siefte ' 
^' ^' ^" ai.lOi:ll=a,(ll-l):ll=ai-|^; 

aslO^-.ll = aa (1001 — 1): 11=91. as — ^ uff. 

2)a§ 2,, 4., 6 ©lieb laffen äufammcn bie Sftefte — ai — ag — as... 

S)emnacl^ wirb bie ^af)l hnxä) 11 teilbar fein, wenn ao -|- ae -{- a4 -[- • * 
— (ai-j- »2 + 05 -{-••) burc^ 11 teilbar ift unb festeres ift aud^ ber gaK^ 
»enn bie bifferenj ober ±11 ift. 

3ufa^ 3. 3ft a = p • c -(- r unb b = q • c + r, b. 1^. laffen a unb b 
bei ber S)it)ifion burd^ c beibe ben gleidE)en SReft r, fo fagt man a fongruent b 
modiüo c unb fd^reibt bie§ nad^ ®au§ (1801) 

a^Eb (modc), 

a b 

n?orau§ ftetS folgt — ^ — = g, too g eine gail^e g^^l ift. SefonberS ift 

a ^E r (mod c) unb b ~-^ r (mod c). 

gür bie ffongruenjen gelten entft)rec^enb ben ©ö^eu § 8, 1, § 10, U 
§ 13, Se^rf., wenn aE^b(modc) unb k^l(modc) ift: 

a -)-- k ^ b -[- 1 (mod c), a — k^i^b — l(modc), a.knEb. 1 (mod c), 

unb ba mc ftetS fongruent ncmoduloc, befonber§ 

a ±: mc ei= b =b nc (mod c). 

»cif^lieL 5083 1 : 16 (mod 9), 728 = 17 (mod 9), 
5083 . 728 --^ 16 • 17 (mod 9), 16 .^ 7 (mod 9), 17 = 8 (mod 9), 
16- 17 = 7-8 = 56 = 2 (mod 9). 
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4. ^opUeL ^on ben ^opotfionem 

§42. 
@rUärung. Unter bem SSerl^ältniffe (ratio, Uyoq) einer 3öt)I a ju 
finer ßa^I b üerftefjt man bie '^cAji, h)eld)e angibt, tüte öiel mal bie leitete 
b in ber erfteren a entt)aften ift. 

S)er SBert be§ SSer^öItniffeS hjirb bal^er burd^ ben Duotienten beiber 
/gal^Ien beftimmt. ©inb bie 3^^^^^ a unb b, fo tüirb 'txx^ SJerl^dltni^ 

burd^ a : b ober - bargefteHt. a unb b ^ei§en bie ©lieber beg SSer^Itniffeö, 

^ ba§ SSorberglieb, b fein ^interglieb; ber mögtid^ft einfad^ auSgcbrüdfte 
IBert beg SSer^ältniffe^ l^ei^t fein Duotient (weniger gut: fein ©jponent). 

f^olgentitg« ®in SSer^ä(tni§ fann nur jmifd^en gleid^artigen ®rögen 6e^ 
fte^en. 3^ei SSerl^öItniffe finb gtcid^, tt)enn fie gleid^e Ouotienten §aben. 

@rllärung. S)ie SSerbinbung ätpeier gleid)en SSer^ältniffe burd^ ba^ 
<5JIeid^^eit^äeid^en nennt man ^Proportion. 

^ei§t bie ^Proportion a:b = c:d, fo fagt man: a ber^ält fid^ ju b 
toie c 5U d. 3)ie ©lieber a unb b nennt man dunere, b unb c innere ©lieber, 
^ unb c SSorberglieber, b unb d ^interglieber, a unb c, b unb d l^omo* 
löge, entfpred^enbe ©lieber; d ]^ei|t bie biertc proportionale ju a, b, c. 

Sine ^Proportion a:x = x:b, in toeld^er bie inneren ©lieber ein== 
anber gleid^ finb, t)ei^t eine ftetige ^Proportion, ba§ mittlere ©lieb x 
bie mittlere ^Proportionale ju ben beiben äußeren a unb b. 

§43. 
Se^rfal^ 1. 3n jeb^r Proportion ift ba^ 5Probu!t ber äußeren 
<SIieber gleid) bem ^Probulte ber inneren. 
SBotaiti^fe^ung. a:b = c:d. 

äSel^auptung« ad = bc. (52) 

a c 
^tts>ü^* 9tu§ — = — folgt, iüenn man beibe Seiten ber ©leid^ung mit 

bd multiplijtert, ad = bc. 

3ufolf. Sft |-^|-Mo folgt ad^be. 

%Ol%txnn^ 1. 3n jeber ftetigen Proportion ift ba^ Cuabrat be^> 
mittleren ©liebet gleid^ bem 5probufte ber beiben äußeren ©lieber. Slu^ 
a : X = X : b folgt x^ == ab. 

Folgerung 2. Sn jeber ^Proportion finbet man ein aufeereö ©lieb, 
inbem man ba§ 5probu!t ber beiben inneren ©lieber burd^ baö anbere 
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iiufeere biöibiert; man finbet ein innere^ ©lieb, inbem man ba§ 5ßrobu!t 
ber beiben äußeren Olieber burd^ ba^ anbete innere btütbiert. 

2lu§ a:b = c:d folgt ad=:bc, d = — , b=— • 

a c 

Se^rfal^ 2. aSenn ein 5ßrobuft ätoeier gaftoren gleid) bem ätoeier 
cinberen ift, fo finb bie ga!toren beö einen bie dufeeren, bte beö anbeten 
bie inneten Oliebet einet ^ßtopottton. 

SBormti^f e^uug. aä=^hc, 

^^taXiftm%. a:b = c:d, a:c = b:d, d:b = c:a, d:c = b:a, 
b:a = d:c, b:d = a:c, c:a = d:b, c:d = a:b. 

»Cttiefe, 9tu§ bc = ad folgt— ^ = -^r — = ir' 

ab ab a b 

©benfo tagt fid^, inbem man bie (Seiten ber 5ßrobu!tengtei(i^ung butd^ 

t)a§ $probuIt ber ^interglieber ber jn bemeifenben ^Proportion bibibiert, bie 

3?i(^tigfeit ber anberen fieben 5ßrot)ortionen betüeifen. 

gfolgerung* . Sn jeber 5ßtopottton batf man 

1. bie inneten, ebenfo bie anbeten (Stiebet unteteinanbet, 

2. bie inneten mit ben anbeten öettaufdjen. ^ 

£e^rfa^ 3* 3n jebet 5ßtopottion batf man je ein äufeete^ unb 
€tn inneteg ®tieb mit betfetben ^a^ muttiptijieten obet butd^ biefetbe 
3a^I biöibieten. 

m .« o^ « a c ^ ^ . na nc ^ na c 
»cttieiö. 3tu§ — = — fotgt — - = -— ober -— = — • 
b d b d nb d 

na c ^ na nc ^ ^ . a c 

5lu§ — - = — ober au§ —— = — - fotgt — = — • 
nb d b d ' "^ b d 

§ 44 
Se^rfa^ L @inb mefjtete SSetl^ättniffe einanbet gleid^, fo öetfjält 
ftd^ jebeö SIggtegat bet SSotbetgttebet ju bem entfpted^enben Slggtegate 
bet |)intetgliebet tnie ba§ SSotbetgtieb eine^ bet SSet^öttniffe ju feinem 
^intetgtiebe (fottefponbietenbe Slbbition). 

»ormi^felfniij. J = - = J. 

»etticilg. e§ fei 4 -= TT = t = q^ fo ift 

a b c 

a =: q • a' 
b = q.b' 
c = q • c' • 



a + b + c =q(a'+b'-f c/) • 
a — b 4- tc = q(a'— b'4- If C). 

«om6tt) = X^acr, «ritl^meti!. 37. 3tufl. 
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3ufa^ !♦ ajer^altcn fid^ äioerSft^kn roic 3 ju 4, fo barf man immer 
jagen, bie erfte ift 3 k, bie jöiette 4 k, mobei k öorlänfig unbeftimmt hitibt 
9Kit ^itfe biefer 2tnna^e fann man jebc jnfammcngefe^te ^Proportion ber= 
einfad^en. 

StnS (x — h):h=7:4 folgt x — h=:7k, h = 4k, 
alfo x = 7k + 4k = llk ober x : h=ll:4. 

f^olgentttgen. StuS ber Proportion a:b = c:d ober a:e = b:d 
ergibt fid^ mit Stnmenbnng ber ©leid^ung ber SBc^auptnng bon S. 4: 

1. {aztc):{bdzd) = a:b = c:d. (54) 

3)ie ©umme ober ©iffercnj ber Sßorbergtieber berl^ätt fid^ jnr ©nmme ober 
S)ifferenj ber ^intcrglieber wie ein SSorberglieb jn feinem ^intergliebe. 

2* {adzb):{cdzd) = a:c = b:d, (54) 

S)ie ©umme ober 5)ifferenj ber beiben erften ©lieber öer^ält fid^ jur ©umme 
ober 3)ifferen5 ber beiben legten ©lieber tt)ie jmei l^omologe ©lieber. 

3. {a + b):{a-b) = {c + d):{c-d); 

{a-i- c):{a— c) = {b-}-d):{b— d).' ^^* ^ 

^ie ©umme unb S)ifferenj eineg änderen nnb eineS inneren ©liebet ber^alten 
fid^ jueinanber tt)ie bie ©umme unb S)ifferenj beS anberen äußeren nnb inneren 
©liebet. 

CeQrfa^ 5. SRel^rere ^Proportionen (offen fid^ in eine äufammen^- 
fe^en; e^ öert)ält fid^ ba^ ^Probuft ber erften ©lieber jum ^robufte ber 
ätoeiten ©lieber toie baö 5probuft ber britten ©lieber jum $Probufte ber 
öierten ©lieber. 

SBoraui^fe^ung. ai : bi == Ci : di; a2 : b2 = C2 : d2; as : bs = C3 : dg. 

Sel^ait)ltUttg. (aia2a3) : (bib2b3) = (C1C2C3) : (dida dg). 

, »ewd«. 9tu§^ = ^; ^ = ^; ^ = '^ 

bi dl b2 da bg dg 

folgt burd^ SKultiplifation ber rechten unb linfen ©eiten ber ©leid^ungen 

ai a2 as Ci C2 Cg . 

= ober 

bi b2 bg dl d2 dg 

(aiCh^h) : (&1&2&3) = (CiC2Cg) : (didids). (55) 

3ufal^ 2. SWel^rere gleid^e SBerfjöItniffe bilben eine fortlaufenbe 
^Proportion, in lüeld^er bie SBorberglieber allrr 9Sert)äItniffe fid^ toie il^re 
^interglieber bert)alten. 

Sft r- = p- = r-, fo fe^t man ai:a2:ag = bi:b2:bg. 

Dl D2 Dg 

3nfa^ 3* grül^er intterfd)ieb man t>\t je^t !urjer^anb ^Proportionen 
genannten SSer^ältni^eid^ungen alö geometrifd^e bon ben aritl^metifd^en unb 
^armonifd^en Proportionen. 3m ©ebraud^ finb bon biefen nod^ bie ftetigen. 
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tt)o ba§ SRittelglieb hoppelt auftritt. Stlfo ftetiöe arit^metifc^e ^Proportion 
a — x = x — b, aritl^metifd^eg 3Wittet x = — ^— , geometrifci^c Proportion 

a : y == y : b, öeometrifd^eö SKittd y = yab, l^armonifd^c ^Proportion — ' 

= — , l^armonifd^e^ SRittel z = 



z b' ' '^ a + b 

S)oS geomctrifc^e 2Rittct jtoeier Qa^kn ift ftetS oud^ baS geomctrifd^e 
SRittel jwifd^en bcm atit^mctif^en unb l^omtonifd^cn SRittel. 

»ctf^iicL a = 2, b = 18, x = 10, y = 6, z = 3f y = }/ir^. 
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QSierfer Ottfc^niff, 

3lcd)nungsarfcn bcr brüten 6fufc- 



1. ^apileU ^on bex ^oiensierung. 

A. ^ofenjen mif poftfioen ganjen dtponenUn. 
§45. 

Chrflärung« SSon bcr Slbbition gelangte mon ju einer l^ö^eten 9ied^nung§=^ 
ftufe, ber äRuttipIifation, baburd^, ba§ man eine Summe glcid^er ©ummonbcn 
abgefürjt burd^ Slngabe eine§ ©ummonben unb ber 9lnja^t ber ©ummanben 
fc^rieb. 3)ie ©umme gteici^er ©ummanben nannte man ^^robuft. 

4 + 4 + 4 = 4.3. 

©d^reibt man Uon einem $ßrobuft gleici^er gaftoren nur einen galtor unb 
bie Slnja^I ber goftoren nieber, fo ergibt fi^ wieber eine ^ö^ere SRed^nungg- 
ftufe, bie $potenjierung. 

©n $ßrobuft gleid^er gaftoren tieifet $ßotenj, ber gaftor mrb 
©runbäal^I ober ©afiö, bie Slnja^I ber gaftoren Sjponent genannt, 

4.4.4 = 43 a.a-a (mmol) = a™ (56) 

©prici^ 4 l^oci^ 3, a l^od^ m, ober a jur m**^«. S)ie ©röfee a"^ foH nic^t nur 
bie gorberung ber ^ßotenjierung, fonbern aud^ i^r ©rgebniS au^brütfen. ^n 
ber ©leid^ung 4^ = 64 ift an fic^ 4 bie SafiS, 3 ber ©jponent, 64 bie ^Potenj; 
man nennt aber aud^ bie SSerbinbung 4^ eine ^ßotenj. 

Ce^rfal^ 1. SRuttipKjiert man jtoei ^Potenjen berfelben ®runbäa^l 
miteinanber, fo ergibt fid) berfelbe ßo^^toert, toie toenn man bie ®runb= 
3af)l mit ber ©umme ber ©jponenten potenjiert. 

SJe^aii)itttttg. a"^- a\ = a^+''. (57) 

äJetoei^« 9lu§ ber Srflärung ber Jßotenj folgt mit Slnttjenbung Don § 13 2. 
a"* . a^ = aaa . . . (mmal) . aaaa . . . (rmal) 

= aaaaaaa ((m + r)mol) == a"^+ ^ 

UmleQrung. 5ßotenäiert man eine Qaijl mit ber ©umme ätoeier 
ßal^Ien, fo ergibt fid^ berfelbe ß^^^^i^t, toie toenn man bie 3^^! ^i* 
jebem ©ummanben potenziert unb bie erhaltenen 5ßotenäen multipliziert. 

ße^rfa^ 2. *J)it)ibiert man eine 5ßotenj burd^ eine anbere ^ßotenj 
mit gteid)er @runbäat)t unb üeinerem Opponenten, fo ergibt fid^ berfelbe 
^a^ltoert, toie toenn man bie @runbäal)l mit ber ©tfferenj ber ©Eponenten 
potenziert. 
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93el^ait)itnitg« a*":a'* = a°»-^ (iii>i' öorouSgefcfet). (58) 

äSetoeiiS (burd^ bie 5probe). SRuttipüäicrt man bie redete ©eite mit bem 
2)iuifor ber linfen ©eite, fo er^ätt man 

Umleitung. 5ßotenätert man eine Qaf)l mit einet ©ifferen j, fo ergibt 
ftd^ berfelbe ßö^t^^^t, tpie tüenn man bie Qaf)l mit bem SDiinuenbu^ unb 
Subtra^enbu^ gefonbert potenjiert unb erftere 5ßoten j burd^ legiere biöibiert. 

SeQrfa^ 3* 5ßotenäiert man ein 5ßrobuft, fo ergibt fid^ berfelbe Qai)U 
n)ert, lüie toenn man jeben galtor potenjiert unb bie entftanbenen 5ßotenjen 
multiptiäiert. 

»e^oii)itung- {ab)"^ = a"^ • b"^ . (59) 

Settieii^. (ab)"^ ift ein ^^robuft au§ m göltoren, bereu jeber gleici^ (ab) 
ift olfo: (ab)"^ = (ab) • (ab) • (ab) • • • (mmal), 
= ababab • • • (mmol), 
= (aaa • • • (mmol)) • (bbb • • • (mmol)) = a™ • h^. 

2)a§|elbe gilt aud^ Don ber $ßotenjierung eineS $Probuft§ mel^rerer gaftoren. 

Umleitung. Sßultiplisiert man 5ßotenjen öon gleid^en (£f|)onenten 
miteinanber, fo ergibt fid^ berfelbe Qa^iltotvi, toie toenn man ha^ 5ßrobuft 
ber ©runbjal^Ien mit bem SE|)onenten potenjiert. 

Ce^rfal^ 4. 5ßotenäiert man einen Srud^, fo ergibt fid^ berfelbe 3^^^^ 
mert, lüie toenn man Q&f)kx unb 9?enner potenziert unb erftere 5ßotenä 
burd) le^tere bioibiert. 

»eHan^tong. (j)"" = ^. (60) 

Setoete* 9iad^ ber ©rflörung ber ^otenj ift: 

aaa aaa- •• (mmol) a"^ 

-r- • V- • T- • • • (mmol) = rvi ;; ^ = v^' 

bbb ^ ^ bbb- •• (mmol) b«^ 

Umleitung, ©iöibiert man eine 5ßotenä burd^ eine anbere ^ßotenj 
t)on gleid^em ©jponenten, fo ergibt fid^ berfelbe ß^i^toert, toie toenn man 
ben Quotienten ber ©runbja^ten mit bem ®j|)onenten |)oten5tert. 

SeQrfa^ 5. 5ßotenjiert man eine ^ßotenj, fo ergibt fid^ berfelbe Qa\)U 
toert, toie toenn man bie ©runbjal^I mit bem 5ßrobufte ber Sjponenten 
potenziert. 

»c^aitptttttj. {a'^y = a'^^. (61) 

^ttod§. SWqc^ ber ©rflärung ber ^potenj ift: 
(a«i)r= a«» . a°* - a*» . - - (rmol) == a«» + «^ + *»+ • • * (rmol) = a™^ 

Umleitung, ^ßotenjiert man eine Qa\)l mit bem 5ßrobu!te jtoeier 
3a^Ien, fo ergibt ftd^ berfelbe ß^i^Itoert, toie toenn man bie ßal^I mit 
ben ga!toren nad^einanber potenjiert. 
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3ttfa^* Sei bcr 5ßotcnjicrung einer 5ßotenj borf man bie ^ponentcn 
mitcinanbcr tjcrtaufd^en, benn {aP^y==a!^^==aP^==(a,^y^, 

Se^rfa^ 6. S)urd^ SSertaufd^ung t)on 93aftg unb ®j))onent erhält 
bie 5ßotenä einen anbern SBert. 3^ = 9, 2^ = 8. 

S)ic einjigc äuSnol^me in ganjcn S^^^^ten bilbet 2^ = 4^. 
5)a§ SSertaufd^ung^gefefe gilt alfo für 5ßotenjen nid^t. 

Se^rfa^ 7. 5ßotenjiert man eine negattt)e Qai)! mit einem geraben 
(£E))onenten, fo erhält man ein pofitit)eg Srgebni^, bei ungerabem 6?=- 
ponenten i[t aud^ baö ©rgebniö negatiö. 

(-2)2 = +4, (-2)3=-8, (_2)^ = +16. 

f^olgenmg« 3lu^ ber ©leid^l^eit ber ^otenjen unb S^ponenten barf man 
nic^t auf bie ©leid^l^cit bcr ©runbjal^Ien fd^licgcn. 9lIfo au^ ( — 3)^ = +9 unb 
(+3)2 = +9 folgt too^l (—3)2 = (+3)2, aber bie ©runbjal^Icn finb nid^t 
gleic^. 3)er ©d^Iu| ift unbebenltid^, Wenn nur pofitibe Sohlen jugdaffen »erben. 

Se^rfai^ 8. ©inb jlnei 5ßotenjen öon gleid^er ©runbjal^I gleid^, fo 
finb aud^ il^re Sj))onenten gleid^. Sft a* = a™, fo ift x = in. 

S)iefcr ©a^ folgt wenn m eine ganje abfolute Qdf)l ift, au^ ber 5)c= 
ftnition bcr ^otenj. 9?ac^ bcm ^ßcrmanenjgcfc^ wirb er fpätcr bal^in erweitert, 
ia^ er gilt, wenn x unb m reeöe S^W^ P^^- ®^ Q^t aber nid^t bei Qu- 
laffung imaginärer unb fompiejcr ©jrponcntcn (§ 57, 58). 

§46. 
Se^rfa^. ®ag Duabrat einer Summe ift um bag boppelte $ßrobuft 
je jWeier ©ummanben größer al^ bie Summe ber Duabrate, 

(a -f b + c) = a2 + b2+ c2 + 2ab + 2ac + 2bc (62) 

(a 4- b + c + d)2 = a2-f 2ab + b^ 

-f 2(a + b)c + c2 (62*) 

+ 2(a-j-b + c)d + d2. 

Xttmertttttg* Scftel^t bie ©umme aug relativen S^W^' |o beftimmen 
ftd^ bie SSorjeid^en ber boppelten ^robufte na^ ben übti^en Siegeln. 
(3a_4b — 5c)2==9a2+16b2+25c2— 24ab — 30ac + 40bc. 

§47. 

Se^rfa^ 1. ®er fiubuö einer ©umme jweier ß^'^^c" ^f^ 9^^^^ ^^^ 
©umme ber Äuben t)ermel^rt um ba§ breifad^e 5ßrobuft auö ber ©umme 
unb bem 5ßrobuft ber beiben ßö^Ien. 

(a + hf = a^ + b3 + 3ab(a + b). (63*) 

»ewciö. (a + b)3 = (a + b)2.(a + b) = (a2 + 2ab + b2)(a + b) 
= a3 + 2a2b + ab2 + a^b + 2ab2 -f b^ = a» + b3+ 3a2b + 3ab'^ 
= a3 -|-b^ + 3ab(a + b). 
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golgettltlg* (a + b)3 = a» + Sa^b + 3 ab« + b» ,ß«x 

unb (a — hf = a» — 3a2b + Sab« ~ b^, ^ ^ 
iDcnn man b bur^ — b erfe^t. gemer ift: 

a8+b^=(a + b)(a«-ab + b«) .- 

a» — b» = (a — b) (a« + ab + b«). ^ ^ 

Se^rfa^ 2. ®te Äoefftjienten ber 5ßotenäen eine^ SSinomö entnimmt 
man bem fogenanntcn ^ßa^calfd^cn S)reied (1654) 

1 

1 1 

12 1 

13 3 1 

14 6 4 1 

1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 

®onad^ ift 

(a -f b)^= a» + 5a^b + lOa^b« + lOa^b^-f 5ab*+ b^ 
3ttfa^« 3ft in (l + x)»i X fe^r Hein gegenüber 1, fo ift (1+x)«^ 
^>ol -l-nx, wo (^ anndl^ernb gteid^ bebeutet. (65) 

B. IJofonsen, beten dfffmenl tlhtO ober negafiti ift 

§48. 

Sei ber ©ibifton ber ^otenjcn bon gleicher ©runbjal^l (§ 45, S. 2) 
mürbe üorauSgcfe^t, bog ber ®jponent be§ 3)ibifor§ Heiner afö ber be§ Siüi^ 
t>enbu§, bo§ alfo ber fid^ crgebenbc Syt)onent eine ganje pofitibe 8ai)l ift. 

Sägt man biefe SSebingung fallen, fo gelangt mau ju ^otenjen mit bem 
^ponenten JJuK ober mit negatiben ©yponenten. 

1. @e^t man m = r in ber gormet a"* : a'* = a"*-"*, fo gel^t fie über in: 

Q m - Q m — qJb. — m — o o • 

<8 ift aber a™:a™=l, ba^er fe^t man 

a^=l. (66) 

Xttmerfuttg 1* Dbipol^t aP feinen ber ©rflärung ber 5ßotenj entfpred^enben 

^inn unb nur bie gorm einer 5ßotenj ^at, borf man fie atS eine 5ßotenj 

ie^anbetn, tt)enn bie für ^otenjen mit pofitiben ©j^jonenten belpiefenen ©äfee, 

öuf aP angett)anbt, ein ri^tige^ ®rgebni§ liefern, '^n ber 3:at ift 

1. a"* • a° = a™ • 1 = a"* = a™ + ^. 

2. a™ : a^ == a™ : 1 = a™ == a™ "■ °. 

3. aO:a«^=l :a"*=l : a™-«. 

4. a« -bo = 1 .1 =1 =(ab)o. 

5. a« :b« = 1 :1 =1 =(a:b)o. 

6. (a<^)™==l™=l=ao =a™'0. 

2. Stimmt man in<Cr an, etlüa r = m + d, fo erl^ölt man: 

am . a^ + d -_ am : (a™ • a^) = 1 : efi. 
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?llaä) § 45, S. 2 tDÜrbc aber a™: a^^ + d = a™-™-<^==a-d fein; 
manfefetbü^er «-* = 4 (67) 

Unter einer 5ßotenä mit negatiöem @E))onenten öerfte^t man einen 
93ruc^, beffen 3^^^^^ 9^^^^ &n&, unb bcffen ^Renner bie 5ßotenä t)on 
berfelben SSaftö aber entgegengefegtem Sjponcnten ift. 

Xnmetfttttg 2* Dblpol^I ar^ feinen ber ©rftärung ber ^ßotenj ent= 
fpred^cnben ©inn, fonbem nur bie gorm einer ^potenj ^at, barf man fie al§- 
^otenj be^onbeln, ipenn bie für ?ßotenjen mit pofitiben ©jponenten bett)iefenen 
©ä^e unter SSorauSfe^ung obiger ©rflärung ju richtigen ©rgebniffen fül^ren. 
3n ber Sat ift: 

am .^Y ^m-\-T 

11 1 a^ 

2. a-™:a-r = — :— = == a^-"* = a-n^ + ^. 

am a^* a^n 1 

' ^ ^ (ab)™ a«i.b»« a°^ b™ 

bm ^ 1 J__a-«> 
ä^ a°^ *^ b-"*' 



5. (a-")-r=(-l^)'=(a"')r = 



125 



64' 
äSirb olfo eine ga^I mit einem negatiben ©jponcnten potenjiert, fo er^^ 
gibt fic^ berfelbc go^toert, n)ie menn mon il^ren rejiprofen SBert mit bcm 
entgegengefefeten ©jponenten potenjiert. 

e^olgerung 2* 9tu§ ber ©rHörung ber ^ßotenj mit negatibcm ©jponcntcn 
folgt, baf man in jebem SKonome ^ßotcnjen, meldte im SWenner atö gaftoren 
üorfommen, mit entgegengefe^tcn ©yponenten in ben Si!ä)lex fe^en barf, femer,. 
ba§ man ^jotenjen mit negatiben ©yponenten befeitigen fann, inbem man fie^ 
mcnn fie im Bä^ter afö gaftoren borfommen, in ben SRenner, menn fie im 
9?enner borfommen, in ben S^^^^ ntit pofitiben ®jponenten fe^t. 
24a5b 24 ,^ ^, ^ 3a -2b Sbc» 

5iOnr> — ■*fl — ** 

5cM2— 5 ' 8c-3 — 8a«- 



2« ^apiUU ^on ber ^abisierung^ insbefonbere Don ben reeUett 

IBurseltt* 
§49. 
@ttläntng. SSon ber SOiuItiptüation gab e§ jmei Umfcl^rungcn, ba^ 
Seilen unb bag äßeffen, je nac^bem ber äKuIttptifanbu^^ ober ber SKuItipIifator 
gefud^t mürben, totnn ha§ ^robuft unb ber anbere ga!tor befannt maren. ®ft 
aber 9WuItipti!anbu§ unb SRuttiplifator bcrtaufc^bar maren, liegen fid^ biefe 
beiben SRec^nungen al§ ©ibifion jufammcnfaffen. 
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®a S8aft§ uttb ©jponent nic^t dertaufc^bar finb (§45, S. 6), fitib bit 

Umfcl^rungen bcr ?ßotenjierung ttjef entließ tjoneinanber derf erleben, ©inb bie 

^otenj unb ber@jponent 6c!annt, fo finbet tnan bie unbcfannte 

93aft§ (SBurjel) burd^ Slabijierung. 2)a8 ätabijicrcn entf^jrid^t bem Seiten. 

SaSic bei Ie|terem eine 3«^! ^^ gleiche ©ummanben ju jcrtegen ift, fo ift 

beim JRabijicren eine 3o^t i^ gleidfte gaf toten ju jerlegen. 12 teilt man 

burc^ 3, inbem man e§ in 4 + 4 + 4 5er legt, ben 3:eil aber nur einmal 

^infd)rei6t. 64 rabijirt man burd) 3, inbem man e§ in 4 • 4 • 4 jerlegt, ben 

gaftor aber nur einmal ^infd)reibt: 

3/ — 
y64 = 4 

unb fprid^t: Stritte SBurjel au§ 64 ift bier. 3 ^eigt SBurjelejponent^ 

a — 
64 JRabifanb, 4 SSurjel, aber tt)ie frül^er bejcid^nct auc^ y64 nid^t nur 

3 — 
bie Operation, fonbem aud^ t>a^ Ergebnis, unb y64 tüixb ebenfalls eine SSäurjet 
genannt. 

5)a (yei) = 4^=64, fann man unter einer 3BurjeI aud^ bie 
3a]^I t)erftel^en, toeld^e mit bem SBurjeleEponent potengiert ben 
9iabt!anb ergibt. 

3)a y^ = }^ 43, ift au^ ^i^ = 4. 

Slttgemein (}^7j =a, ya«^ = a. (68) 

$ßotenjiert unb rabijiert man eine Qa^l mit bemfelbeit 
©Eponcnten, fo bleibt bie Qaf)l unüeränbert 

Sltimetfuttg !♦ 3)ic ^meite äSurjel Reifet auc^ Duabrattourjel, ber 
SSäurjeleyponent 2 mirb fortgelaffen, menn tin 9Kigt)erftänbni8 unmöglid^ ift: 
ftatt 3. SaSurjel fagt man audE) S^ubüttjurjel. 
3 n_ 

Slnmetfuttg 2* S)a§ y64 = 4, ya =x ift, erfennt man baran, ha^ 4^=64^ 
x^ = a. ift. Snt folgenben mirb junäd^ft angenommen, ha^ ber SRabifanb 
eine abfolute ga^l ift, unb ba§ für jebe SSur^el berfelben eine abfolutc Qa^l 
eyiftiert, meldte, mit bem ©yponenten potenziert, ben 9fJabi!anben ergibt.- (SSgL 
§ 52, 54, 55, 61.) ^nbernfaÖ^ mären bie fömtlid^en Semeife nac^ § 45,. 
Sf. 7, Folgerung unjuläffig. 

Xttmetfung 3* ®ine Qdi)l burc^ eine jmeite rabijieren ^ei^t, bie erfte 
in fo biele gleid^e gaftoren jerlegen, mie bie jmeite forbert, unb bie ®rö§e 
eines gaftoren angeben; j. 33. 125 rabijiert burd^ 3. S^^^kgung 125 = 5-5-5. 
(Ergebnis 5. 

§50. 
Se^rfa^ 1. Siabijiert man ein ^ßrobuft, fo ergibt fic^ berfelbe QQi)U 
mert, tt)ie toenn man jeben gaftor rabijiert unb bie entftanbenen aSurjeln 
multiplijiert. 
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ä3eltieti^ (burd) bic $rot»e). 5ßotenjtert man bte redete ©citc mit m, fo 

(mr- m^\m /m,_\m /m,_\m , 

erhält man: ( /ä Vb j =[i b) • (l/bj =at). 

3)a§fel6e gilt bon einem ^robufte mehrerer Saftoren. 

Utttle^rung. äRuItipUätert man 3BurjeIn öon gleid^em Sjponenten, 
fo ergibt fid^ berfelbe gö^toert, tüte tüenn man baö 5ßrobuft ber SRabi^ 

lanben mit bem ejponenten rabtjiert; j. 93. ^8 •yl25=}/l000. 

Se^rfa^ 2. SRabijiert man einen SSruc^, fo ergibt ftd^ berfelbe 
3cr^ltt)ert, tüte tüenn man 3^^^^^ ^^^ 9?enner rabijiert unb bie erftere 
UBurjel burd^ bie le^tere bitjibiert. 

»d|aiH.t«ti9. y%=l^ (70) 

SJellietö. ^otenjiert man bie redete Seite mit m, fo erl^ätt man: 



m 



/m 



Utttle^rung. 2)it)ibiert man eine SBurjel biird^ eine anbere t)on 
gleichem ©jponenten, fo ergibt fic| berfelbe ßöi^Itoert, toie toenn man ben 
Quotienten ber SRabüanben mit bem (Sjponenten rabijiert. 

yiöö:y4=y25. 

Slttmerfttng. SBurjelglieber eincS 5ßol^nom§ fönnen burd^ Slbbition ober 
©ubtraftion nur tjcreinigt merben, menn fie SBui^cln t)on gleiten SRabifanben 
amb ©jponenten al§ gaftoren entl^alteu. 

5J/6 — 2yTÖ— 5^6 + f yiÖ= 4}^6 — ly'IÖ. 
Se^rfa^ 3. Stabi jiert man eine 5ßotenj, fo ergibt fid^ berfelbe 3ci^t== 
toert, tüie toenn man ben ^otenjejponenten burd^ ben SBuräelejponenten 
i)it)ibiert unb mit bem erhaltenen Quotienten bie ©runb^a^l potenjiert. 

äJotait^fe^itttg. — eine ganje B^^l. C^l) 

äJel^oit^itung. yö^ = a^ . 

^tmtx^. potenjiert man bie rechte ©eile mit m, fo erl)ölt man: 



\a"i) 



Se^rfatg 4. SRabijiert man eine 5ßotenä, fo ergibt fid^ berfelbe 3ö^I= 
toert, tüie toenn man i^re 93aftö rabijiert unb bie entftanbene SSurjel 
mit bem ^otenjejponenten potenjiert. 
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m^ — m, 

SSctoctö* e§tftl/a^= yaaa...(rmal) 

m^ m,_ m — /™/— \r 

= ya.ya- ya . . . (rmal) = \ ya j . 

Umle^ruttfl. 5ßotenjtert man eine 3BurjeI, fo ergibt fid^ berfelbe 
3ci^Itr)ert, tt)ie wenn man ben 3iabi!anben potenjiert unb bie erhaltene 
^otenj mit bem SBurjelejponenten rabijiert. 

Se^rfa^ 5. ®ie SBursel auö einer 5ßotenj änbert i^ren SBert nid^t, 
iDenn man ben ^ßotenj* unb ben SBuräelejponenten mit berfetben Qai)l 
ntuttipüäiert ober burd^ biefelbe Qai)l bit)ibiert. 

n, — ns, ns, n, — 

^ttfatiptm^. ia^ = j/a^«, ya^« = ia^, (73) 

äJetoeiiS« 5ßoten}iert man in ber 5tt)citen ©leic^ung ber Se^auptimg bic 
rechte ®exit mit ns, fo erl^ält man: 

3(timer{ttng« 3)er tjorflel^enbe ©a^ mirb l^ouptfäc^Iid^ angelücnbet, um 
SBurjetn auf benfelben ®rab ju bringen. 3- 85. ift: 



S, — A, — 12, — 12, 12, 12, — 6,_ 

l/ä*.y?. l/^= yai6.ai5.a7 = ]/^ = a» ya^^a^j/a. 

Se^rfai^ 6* SRabijiert man eine SBurjel, fo ergibt fid^ berfelbe Qa^^ 
lüert, tt)ie wenn man ben 5Rabifanben mit bem 5ßrobu!te ber beiben ©j* 
;)onenten rabijiert. 

m, — 

1 /r _ mr _ 

»e^oMlittttig- \ia = ya. (74) 

m/ 

äJetoetiS. l/ya tfl eine ®röfee, meldte mit m ^jotenjiert /ägibt. ^oteniiert 
man bie redE)te Seite mit m, fo erhält mon nad^ S. 4 U. unb S. 5: 

/mr,— \m mr. — r_ 

y yaj = ya°» = ya. 

Umle^rung. SRabijiert man eine ^a^X mit bem ^robufte jweier 
3a^Ien, fo ergibt fid^ berfelbe ßö^toert, wie wenn man fie mit ben gaftoren 
nac^einanber rabijiert. S)ie ^Reihenfolge, in meld^er man rabijiert, ift 
babei ttriüfürlid^. 

§5L 

r 

m, — — ^ 

©rnättttig !• Sft in ber ©lei^ung y^ = a™ (75) 

— feine ganje gal^t, fo mirb bie redE)te Seite eine ^otenj mit gebrochenem 
m 

©yponenten, eine aSrud^potenj. 3Ran tjerfte^t bal^er unter einer Srud^potenj 

bie SBurjet oug einer ^otenj t)on gleid^er ®runb}o]^I, beren ^ßotenjeyponent gleich 
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bem Qä^Ux, unb bereit SSäurjeleyponctit gleic^ bem SWcnner be§ gebrod^enen 
©jponenten ift. 

3(nmerfttitg« ©ine Srud^potenj l^at feinen ber ©rtlärung bcr ^otenj ent- 
fpred^enbeu ©inn, fonbem nur bie gorm einer ^otenj. 3Ran fann fic aber 
ate eine 5ßotenj bel^anbeln, menn man jeigt, bafe unter SSorauSfe^ung obiger- 
©rüärung bie für ^otenjen mit ganzen ©jponenten bemiefenen ©d^e, auf hit 
SSrud^potenj angeraanbt, ridjtige ®rge6niffe liefern, ^n ber Sat, e§ ift: 

ü £ n,_ s,_ 118, ns,_ ns, EltiB B.^1. 

1. a» -a^r^yani.yar = ya"^8. ya*"» = y a"*^ + "^ = a »» =a» ». 



i — m m r 

ns — o n s 



- 'T 



— XI. a. HO. iio. HO. 

2. a^ :as=ya™:ya^= ya«^ : y a'^ t= y3!^»-^z=si n» 

r r r 

3. (ab) « = ^(ähy = ^sTb^ = }^^ )/b^ = a^ • b^ . 

/ m\7 -1 / mr l/ ^^ mr m r 

5. [si^l =Ya^ = Y ya«^^= ya«^r =a«8 ^a'^ ». 

3ttfa^« (Schmierigere Aufgaben, in benen SBurjeln mit berfc^iebenen g^v 
ponenten borlommen, merben mit ^ilfe ber SSrud^potenjen raf^er unb fidlerer 
gelöft. SlHerbingS muß jum Sc^lu§ bie Deutung in SBurjeln gegeben 
itierben: ^. 93.: 3, 

^-L____ = a^ ^ ^b^ ^ 6 = a^ = ya. 
yab^.ya^b 

(Srflätung 2* Sft in ber ^otenj a^ ber ©jponent v eine Qaf)i, tüdä)t 
fid^ mit beliebiger 2(nnöl^erung jtüifd^en jlüei 93rüd^e wi unb W2 einf^Uefeen 
lö^t, fü foH unter a^ bie ^otenj a^ berftanben merben, mo w biejenige ber 
ber S^W^ ^1 wnb W2 ift, metd^e v am nädE)ften liegen. 

hiermit ift eine Definition für ^otenjen mit irrationalen (§ 53) 6j- 
ponenten gegeben, bie für elementare Sxotdt au^reic^t. 9Iu§gefcf)loffen bleiben 
big auf meitereg fompleje ©j'ponenten' (§ 59). 

§52.* 

Se^rfa^ 1. (Sine aBurjel au§ einer ganjen Qa^ ift fein etgent- 
lid^er 93rud^. 

»/- b 
Setaeiö. SSäre a eine ganjega^l uni> 1^=—' toobei b unb c al§ teiler^ 

b» 
fremb angenommen merben bürfen, fo mü^te a = — , alfo b» ein 9Sielfa^e§ 

üon c» fein. ®ie§ n)iberfpridE)t § 40 g., ha b unb c, alfo aud^ b» unb c^ 
teilerfremb finb. 
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3nfa^. ®ine SSurjel ouS einer ganjen 3o^l ift entoeber eine gonje 
3o^I, j. SB. yi, ober fte ift Weber eine ganje SatH noc^ ein Sßrud^. S)enn 
jebe $ßoten5 eineä irrebujtbetn i8nt(^c8 ift roieber ein irrebujiMer Sruc^. 

19V 19-19 361 



11/ 1111 121 

Se^irfa^ 2. ®er SBert einer SSurjel liegt äwifd^en äipei SBrüc^en, 
ieren Unterfc^ieb beliebig Kein gemad^t werben fann. 

»eljOlUltttUg. °l/ä= « = lim(ao + ai • 10-» + a^ • 10"« + • • • 

+ anlO-°)n = oo. 

SetoeiS. e§ fei y2 ju beftimmen, fo ift 

l<y2<2, mcitl<2<2ä; 
l,4<y2<l,5, tt)eiU,96<2<2,25; 
1,41 < y2 < 1,42, weil 1,9881 < 2 < 2,0164, 
1,414 < y2 < 1,415, »eil 1,999396 < 2 < 2,002225. 

(äbenfo liegt ylO junäd^ft ämifc^en 2 unb 3, bann jttJtfd^en 2,1 nnb 2,2, 
lüeiter jmifdicn 2,15 unb 2,16, meil 2,1 5^ = 9,93838 < 10 < 10,0777 
= 2,16^ 

§ 53.* 

@tflantng. ©nc Summe bon unenbüc^ öielen aSrildjen, hjeld^e fid) un^ 
bejd^ränft einem beftimmten ©renjujerte (a) nähert unb eine gorberung 
<}. 33. a» = a) mit beliebiger ®cnauig!eit erfüllt, bie burd^ einen gemö^ntid^en 
Srud^ nid^t erfüllt merben fann, ()ei§t eine irrationale ß^t^I- 

3m ©egenfa^e ju ben irrationalen feigen bie ganjen unb gebrod^enen 
pofitiüen unb negatiben 3al)len rationale 3ö^Ic"- 

3ur SSeranfd^aulidE)ung ber irrationalen 3^^! y7 auf ber 3o^lc"9craben 
(§ 25) teilt man ben B^^lraum 2 bi§ 3, bann ben ß^^I^^^m 2,6 bi§ 2,7 
in je 10 gleiche Seile, fl liegt bann jtüifc^en 2,64 unb 2,65. 

3)ie Steige ber natürlid^en pofitiöen unb negatiben ganjen Sohlen mürbe 
on einer t)om SRull^Juntte nac^ beiben ©eiten in§ Unenblid^e fid^ erftredenben 
geraben Sinie bargeftettt, inbem man bie Sängenein^eit öon jenem 5ßunfte 
au§ nad^ beiben ©eiten unbcgrenjt oft obtrug. S^^folge ber ©infül^rung ber 
gebrod^enen S^^^^n mürbe jebe Sängenein^eit in je 10 gleid^e Seile, bie er= 
lialtene gebrochene (Sinl^eit 0,1 mieber in 10 gleiche Seile, bie erhaltene ©in^ 
^cit 0,01 mieber in 10 gleid^e Seile ufm. geteilt. 

SSie na^e aber aud^ bei biefer fortgefe^ten Seilung bie Seilpun!te ein= 
anber rüden, man bel^ält immer nur eine unterbrod^ene 3iei^e üon fünften. 

9luc^ burdt) bie ©infü^rung ber SBurjeln mirb bie ®erabe nid^t lüdenlo§ 
auggefüllt, benn eg gibt B^^len, hk fic^ nid^t burd^ SBurjeln au^brücfen 
taffen; j. 93. tv. 
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SRan fleHt nun hit ^\)poif)t\t auf: 

SBcnn eine ©trede al§ (Sin^eit gegeben ift, entfprtd^t ber 
Sänge einer jeben ©trede eine 3^^t- Sft biefe gß^t «id^t rational, 
fo l^ei^t fie irrational. S)abei fann man nod^ jroifc^en algebraifd^en 
unb tranfjenbenten irrationalen unter] d^eiben, t)on benen bie erfteren fid§ 
burd^ eine enbüd^e Slnja^l t)on 2lbbitionen unb SKuItiplifationen in rationale 
galten bertoanbeln laffen, bie festeren nic^t. Sie SBurjeln finb bie ein* 
fad^ften atgebraijc^en irrationalen, bie Sogaritl^men (dgl. § 64) finb bereite 
tranfjenbent. S)od^ ge^t ber Segriff atgebraifc^e Qaf)l fott)ic tranfjenbente 
Sa^i weiter atö ber ber bloßen irrationalen gölten unb umfaßt aud^ fom== 
pleye (dgt. § 58). 

®ie rationalen unb irrationalen S^W^ füllen bie Qa^UnQtxoht lüdEenloö 
avL^. ®ie 3ö^fenrei]^e ift babnrd^ ju einer ft et igen geworben, ju einem 
Sontinuum, mie e^ bie ^un!te einer ©eraben bilben. 

3)ie ©efamt^eit ber rationalen unb ber irrationalen S^f)ltn bilben hie 
reellen ßal^len. 

3)anad^ ergibt fid^ folgenbe ©inteilung: 

reelle Q. 

rationale 3- irrationale 3- 

ganje 3. gebro^ene 3- 

Sebe biefer 3ö^larten fann abfolut (o^ne SSorjeid^en) ober relatiö (mit 
SSorjeid^en) auftreten. 3)a bie abfoluten 3^^!^^ ^^^^ ^^^ pofitib betrad^tet 
loerben fönnen, genügt e§, ben weiteren ®egenfafe 

pofitid negatit) 

feftju^alten. 

§ 54. 

gür bie JRed^nung mit ben irrationalen ga^len, befonberS bm Ouabrat^ 
Jüurjeln, finb nod^ folgenbe 3tegeln l^eröorju^eben: 

1. SDtan fud^e ben 3tabi!anben fo in gaftoren jn jerlegen, baß man 
au§ einem ober mel^reren berfelben bie SBnrjel augjie^en fann. 



= hf^/iU = S^ß, }/l6 + 32}/5 = 4l/l + 2y5, 

l/8r2 _ 2r]/l2^ ^ ]^r^ — 4t^ ß= 2r I/2 — ^3. 

2. SRan bringe SRenner, »eld^e innerl)alb ber SQäurjel fielen, üor 
biefelbe. 

3y8+ sy^ — 2 y27 +2yi= 6y2 + lys — eys +y2 
=7y2-iiy3. 
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3. 9lnbcrerfeit8 ifl man äuraeÜcn derantogt, bor ber ^EüvLxyd ftcl^cnbe 
gaftorcn unter bte SBurjel ju bringen. 

iifb=y^, 3y2=yi8. 

4. SBenn ber 9Zenner eine§ SBrui^c^ äSurjeln entl^dlt, fo ntac^e man 
i^n rotionat S)ie§ gejd^icl^t bei Duabratmurjeln, wenn ber 9?enncr ein^ 
güebrig ift, inbem man Qä^tx unb SRenner mit ber im SWcnner ftcl^enben 
SJurjel multiplijiert. 

31/2+1/3 3y6+3 ye + i 

2ß ^ 2^3 "" 2 ' 

5. 2ft ber SZenner bie ©umme ober Sifferenj jmeier äSurjelauSbrücfe 
ober einer rationalen ß^^t ^^^ cineS SBuräeIau§brucfg, fo erweitert man htn 
95rud^ bjtt). mit ber ©ifferenj ober ©umme ber beiben ©lieber be§ 9?enner§. 

2f6 — 3y^ _(2y6"— 3/2) (2f2 — yä) 

2l/'2-fy6" ""(2^2"+ ye") (2l/"2 — 1/6) 

_4yi2-12-12 + 3yi2_7yi2-24_^yg_j2 



8 — 6 2 

6. Sft ^cr SRenner brei^ ober diergliebrig, fo werben mieberl^olte SRuIti* 
plilotionen obiger 2trt nötig. 

7. aSei Soppeliüurjetn bon ber gorm f a -|- Y^ gelingt eine QaltQun^ 
in jtt)ei einfache SBurjeln, menn r = ya^ — b rational ift. @S ift 

}/a+^=yi(a + r) + yi(a - r) 

id y ¥= yi(a + r) - yi(a — r). 
S)er aSemeiS mirb burd^ Cluabrierung beiber Seiten erbrad^t. @§ ift 5. 93. 

1^8 + 2 yT5=y5 + y3, tt)or==y64 — eO tt)ar. 

§55. 
Se^rfa^ 1. Sie pofttiüe n*«^ aBurjel au^ einer poftttöen ßa^l a ift 
einbeutig befttmmt. 

^ttoü^. SBäre anger a anä) ß eine n*« äSurjel ber pofitiben S^^t »»► 
fo müßte fomol^l a" = a afö and^ ß^ = a. fein; finb a unb /9 beibe pofitib, 
fo finb fie nad^ § 45, 2f. 7, golgerung gleid^. 

Se^rfai^ 2. 3)te Duabrattpurjel, allgemein jebe gerabe SBurjel au<^ 

einer pofttiöen Qa% f)at einen poftttöen unb einen negattüen SBcrt. 

^ / — 2111, 

»e^oii^itting. ia^ = d=a, y^2^=±a. (76) 

^ttoti^. ^otenjiert man bie redeten Seiten beiber ®leid^ungen mit 
2 bjtt). 2m, fo erhält man: 

: ' (+a)2 = (— a)2=a2, (-f a)^^ = (— al^» = + a^™. 
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iie^rfa^ 3. Sebe ungerabe SButäel auö einer Qa^ l^at einen pofi^ 
tiöen ober negativen 3Bert, je nad^bem bie Qai)l ))ofttit) ober ncgatit) ift. 

2in -t-l 2in-t-l 

»e^oiHitong. fö^^^ = +a, ]/— a^^^+i = — a, (76*) 
äJetaeii^* 3)urd^ ^otenjicrung her linfcn ©eitcn mit (2m + 1) ergibt ^id^: 

(- a)2ni + i = (— a)2m . (— ay = — a . a^ni = — a^^^ + K 
ße^rfa^ 4. S)ie Duabrattourjel, allgemein jebe gerabe aBurjel au^ 
einer negatit)en Qaf)l, ift toeber eine pofitiöe nod^ eine negative ßcti^I. 

äJetaetd* ^ßotenjiert man eine negotiöc ober ^jofitiöe 3^^^ ^it einer 
geraben Qaf)l, \o ergibt fic^ ftetä eine pofitiöe Saf)l 

Xnmerfttttg. ©inb a, b unb c reelle 3o^Ien, fo folgt au§ 
gfi = ac ftetg b = c, 

aber au§ b* = c* folgt nur bann b = c mit JJotloenbigIcit, mcnn a un* 
gerabe ift, ober »cnn b unb c abfolute bj». pofitide S^W^ Pnb. 



3. ^apiUU ^on ben imaginären unb äomplefen 3<^^I^i^« 

A. Qfloitt imaginSre Sagten. 

§56. 

@ttläntng 1* Sebe gerabe SBurjel au§ einer ncgatiden Qa^ l^ei^t eine 
imaginöre ®rö§e. ^m ©egcnfa^e ba ju l^eigen bie pofitiden unb negatiücn, 
ganjen, gebrocf)enen unb irrationalen 3o^lcn reelle ®röfeen. S« folgcnbem 
njerben nur bie Cuabratmurjeln ber negatiben Sohlen in Setroc^t gejogcn. 
?ll§ ©inl^eit ber imaginären ©röfeen bient V — 1; fie l^eigt bie imaginäre 
Gin^eit unb ttjirb mit i bejeid^net. 9lu§ ber imaginären ©iul^eit merben bie 
imaginären ßa^len abgeleitet, mie au§ ben reellen ©in^eiten bie reellen 3fl^len; 
€§ ift CTf = i -f i -j- i . . . . {amal). 

©benfo btlbet man au§ ber negatiben imaginären ©in^eit — V — 1 = — i 
bie negatiben imaginären S^W^ 

(— i) + (— i) + (-i) + • • (amal) = (-1) • a = -ai. 

gür a lägt man femer aud^ gebrod^ene unb irrationale SBerte §u, inbem 
man bie imaginäre ©n^eit gerabe fo toie bie reelle ©in^eit geteilt benft. Soc^ 
foH a big auf meitereg ftet§ pofitit) fein. S)ann nennt man a ben abfoluten 
SSert ber imaginären 3fl^l- 

äl^nlic^ lüie für reelle Qaf)kn bemeift man ben 

Se^rfa^ 1. 3lbbiert ober fubtra^iert man imaginäre 3^^^^"^ f^ ^"^ 
gibt fid^ berfelbe ßö^Itoert, toie toenn man bie imaginäre ©nl^eit mit ber 
Summe bäto. ber 1)ifferenä i^rer abfoluten SBerte multipliäiert. 

e§ ift ai±:hi = {a± h)t (77) 
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Se^rfa^ 2. 9ÄuIttpItätert man eine imaginäre 3^^! mit einer reeßen 
ßai)l, fo ergibt ftd^ berfelbe ßct^Itüert, tt)ie tuenn man bie imaginäre @in^ 
l^eit mit bem 5ßrobufte ber abfoluten 32Serte multiplijiert. 

®tft(&i)-a = bi + bi + ...(amal) = (b + b + ...(amal))i = a&-/. 

S^nli^ tüie iti reellen S^^Un finbet man (bi) - {dzä) = ±abi. 

@tfläntttg 2* SRimmt man an, ba§ ber 3)2ultiptifator eine§ $robu!te§ 
imaginär ift, fo Ijat ha^ ^Probuft feinen ber ©rflämng ber SRuItipIifation 
entfpreci^cnben (Sinn. 2tuf ®runb be§ 5ßermanenjprinäip§, ba^ anä) für ima^ 
ginäre 3^^^^^ gelten foH, märe 

nad) (63) (l/=^ • (y=^ = {f^^f = -a, (y=l)' = - 1, 

nac^ (11) (bi)a = a • (bi) = abi 

unb bal^er (ai) • (bi) = a • (bi • 1) = a(bi2) = abi^ = — ab. S)a]^er erweitert 

man ben 33egriff ber SRnItipUfation ba^in, t)a^ man 

(yiT^^ = y^i. |/=:^ = _a, {fiiiy = i« = _ i (78) 

je^t, ha^ alfo i eine ©rögc bebeutet, beren Cluabrat gteii^ — 1 ift, unb 
\>a% man unter bem 5ßrobufte eineS imaginären 9Kuttiplifator§ unb eine§ 
reellen ober imaginären SRuIttplifanbuS ha^ ^robuft il^rer ©in^eiten, multi=^ 
plijiert mit bem ^robufte il^rer abfoluten SBerte, öerfte^t. SKan barf bann 
bie f^einbaren 5ßrobu!te i^, a-(bi), (bi) • (ai) afe mirfüd^e 5ßrobufte be= 
Rubeln, lüenn bie Stec^nungen mit benfetbcn unter ^tntnenbung obiger @r^ 
flärung unb ber für ein ^robuft geltenben ©ä^e }u ©rgebniffen führen, bie 
ben Sägen über reelle ®rö§en unter ber i^injufommenben Sebingung, ba§ 
i2=— 1 ift entfprec^en. 3.93. ift nac^ S. 1 unb erfl. 2 
ai (bi -f- ci) = ai[(b -|- c)i] = a(b -|- 0)1^ = — a(b -|- c) = — ab — ac = abi^-f-aci^. 
Se^rfai^ 3. Sebe imaginäre Quabratmurjel (]/- a) lä^t fid^ afö 
\>a^ ^rob uft e ineg reellen pofitiüen gaftor^ (yä) unb ber imaginären 
(Sin^eit (f=3) barfteUen. 

»cl^oiiptong* ^'^^ = ^ä'l (79) 

äJetoetiS« Duabrlert man bie rechte ^die, fo erhält man: 



(y^.i)2 = a.i2 = a.(-l) 



-a. 



3(ttmettung* 3)ie SRci^e ber imaginären Qa^en i, 21, 3i • • • fann ba^er 
and) hvLxä) y — 1, y— 4, y— 9 • • • bargeftetlt merben. 

golgerutig» 

y— ~ä . f^b = {fä'i) (y 6 . i) = iäb ^ = — yöft. (79) 
hiermit ift eine Slbmeid^ung be§ SRed^nens mit imaginären ^cAjim öon bem 
mit rectten ^a^tn gegeben. SBotlte man y— ay — b = y-|-ab fegen, fo 
folgte (y^^ (y^^) = y+a2 = zba, lüöbrenb (Z^^)'^ = — a fein foU. 

S)ie Stbmeic^ung ertlätt fid^ au§ ber ßw^eibeutigfeit ber Cuabrotmur^el. 
(£§ ift y4"=d=2, f9 = d=3, alfo yT-y"9 = (zb2) • (±3) = ±6, 
^|i . y 9"= y36 = d= 6. S^Jimmt man nun y^^ • y~9 = ySÖ, fo fann 

Äambl^ = XHcr, Stvitimetif. 37. Stup. 6 
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bie§ folüo^I +6 Qfö auc^ — 6 fein. ®§ tvax abtx feftgcfefet, bog unter ]/— 4 
nur +2i t)crftanben merben foffte, o6gIeid^ an fid^ — 2i cbenfo juläjfig i^. 
©0 fann ]/— 4 -y — 9 nur — 6 fein, ^ebt man btc SSefd^ränfung auf, fa 
ift döHige Übereinfttmmung dor^nben. 

@r((ärung 3. Unter beut Quotienten ätneter imaginären 3^'^^^^ 

ober einer reellen unb imaginären Qafjl t)erfte^t man biejenige ^af)l, toetd^e^ 

mit bem S)ibifor multiplijiert, ben S)it)ibenbu^ ergibt. 

^a ... . -. ai a ai a . a a . 

®§t[tba^er-=-, - = -1, ^ = --1. 

9lu§ ber ©rflörung ber 9KuItiJ)Hfation imaginärer S^^tn ergeben fid^ 
bie @ä^e über bie ^otenjierung imaginärer S^^t^ii- 3lllc geraben ^otenjen 
einer imaginären Duabratmurjel finb reett, unb jipar pofitiö, menn ber ®5< 
^jonent buri^ 4, negatiö, tt)enn er nur burc^ 2 teilbar ift. Die ungeraben 
^oten^en finb imaginär, unb jmar abmei^felnb pofitiü unb negatiü, je nac^bem 
ber ©jponent öon ber gorm 4n-[-l ober 4n — 1 ift. 

(y=r^^ = _a, {fr-^y = +a\ {fr^' = -a\ (y=:^« = +as 
(yir^» = _ay=^, (yir^5 = a2 }Cr^, (yzi^' = _a3 yzr^ ufn,^ 

io===l, ii=+i, 12 = — 1, 13 = — i, l^ = +l, 1^=1, i® = — Ir 
1' = — 1, 1» = -[-1. 9lllgemein: 

§57.* 

@eometrif(|e ^ilfi^fä^e. 1. ©tnb A unb B jmei fünfte einer ®eraben, 
fo foll AB + BA = fein, ©el^e iä) t)on A nac^ B unb t)on B nad^ A^ 
fo ift meine ©ntfernung t)om Slu^ganggpunft 0. AB = — BA. 

2, Siegt C junöd^ft auf berfelben ®eraben mie A unb B, fo ift nad^ 1 : 
AC + CB + BA = 0, AC + CB = — BA = AB, alfo AB bie Summe üon 
AC unb CB, AC unb CB l^ei^en bie Steile tjon AB, audE) menn cin§ ober 
beibc größer finb atö AB. 

A B A C B X B C 

I 1 I 1 1 I 1 A 




3. 9tuc^ njenn C beliebig in ber 
ebene liegt fott AB + BC + CA = 0, 
AB + BC = — CA = AC fein. AC 
l^ei^t bie geometrifd^e ©umme t)on AB 
unb BC, AB unb BC bie geometrifd^en 
(Summanben öon AC. 

4. StredEen, toeld^e gteid^e Sänge unb gleid^e SRid^tung l^aben, finb 
gleid^, ober: (Sine StredEe änbert burd^ ^araHetöerfd^iebung i^ren 3Bert nid^t. 

9ln jeber ©tredfe (93eftor) unterfc^eibel man \i\t Sänge (abfotuter SBert, 
9Kobu(, SRorm, ©falar) unb bie 3Hd^tung (Slnomalie), b. % ben SQäinfel, meieren 
fic mit einer öon i^rem Slnfanggpunft in horizontaler 9lid^tung nad^ rec^t§ 
gejogenen ®eraben bilbet, unb jmar im matl^ematifc^ pofitiden ©inn, b. 1^. 
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naä) linfö ober gegen ben U^rjeiger, unb jiDor öon ber ^ortjontolcn jur 
©trecfe gebre^t. tiefer SQäinfel fann fpi^, flumpf, üBerfpi^, überftumpf unb, 
wenn bie ©tvedEe felbft l^orijontal ift, 360^ fein. S)arau§ folgt, ba| mon ju 
bem Heinften gefnnbenen SBinfel a auc^ 360^ bjtt). n-360^ abbieren barf. 

©ine ©trede AB ^at bie Sänge |AB | unb ben SBinfel a, menn ^a=EAB, 
iüobet AE l^orijontal naä) red^t§ gebogen ifl. 3P OE feiner Sänge nac^ 1 cm, 
l^orijontal öon Unfö na^ red^t^ gejogen, alfo t)on ber Slnomaüe 0^, 360 ^ 
720 ^ fo Reifet OE bie ©n^eitSftredfe ober furj ©inl^eit. 

5. 3^ci ©treden abbiert ntan, tnbem 
man bie jtoeite tjaroHcI fo t)erfd^iebt, bafe i^r 
Stnfangöpunft auf ben ®nbpun!t ber erften 
fäüt unb ben 2lnfanggpun!t ber erften 
©trede mit bem @nb))unft ber jtüeiten 
©tredc öerbinbet. S)ie öerbinbenbe ©tredc 
ift bie ©umme. AB+CD=AB+BE=AE. 
6. ©ine ©trede fubtrat)iert man, inbem 

man bie ©trede in entgegengefe^ter SRid^tung 

abbiert. 

AB — CD = AB + DC=AB4-BF=AF. 






7. ©ine ©trede biöibiert man burd^ 
eine ©trede, inbem man S)it)ibenbu^ unb 
©iöifor mit i^ren 2lnfang§))un!ten aneiu:' 
anber fd^iebt, au§ i^nen ein 3)reied bilbet 
unb ein äl^nlid^eg au§ Quotient unb ©in* 
^eitSftrede ^erfteßt. 
S)a A BAF c^ QOE ift BA : AF = QO : OE ober AB : CD = OQ : 1. 

8. ©ine ©trede multiplijiert man mit einer 
©trede, inbem man aug ber ©in^eitöftrede unb bem 
SKuItipIifator ein 3)reied ^erfteHt unb ein äl^nlid^cg 
auö bem 3KuItipIifanbu§ unb bem 5ßrobuft bilbet. 

Die ©treden feien alle mit il^ren Slnfang^punften 
aneinanbergefd^oben. ©efuc^t ift OA • OB. SKan jeid^net 
Dreierf OEB, trägt ^[EOB an OA in 0, ^^BEO an 
OA in A an, bie ©dE)en!eI ber SBinfel f ollen fic^ in C 
fi^neiben, fo ift 00 ba§ gefud^te 5ßrobuft. 
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»etocii^. A COA c^ BOE nac^ ffionftr. . • . CO : OA = BO : OE, CO • OE 
= OA.BO, OA.OB = OC.l. 

9. (£ine ©trede quabriert man, inbem man auö @in^ 
l^eit unb ©trede ein 5)rcied btibet unb aug ©ttede unb 
Ouabrat ein ä^nlid^e^ formt 

ABOA c^ AOE .-. BO : OA = AO : OE 

OB . 1 = OA . OA. ^' M 

10. 2lu§ einer ©trede jiet)t man bie Quabratttjuräel, inbem man 
aug ©inl^eit unb ©trede ein S)reied bilbet, ben 3Bin!eI am Slu^gangg* 
pun!t l^albicrt unb auf i^m bie mittlere geometrifd^e ^Proportionale jtoifc^en 
Sin^eit unb ©trede abträgt. 

®ie mittlere geometrifd^e ^proportionale erl^ätt mon i^rer Sänge na6) 
ate ^öl^e eines red^tminfligcn 3)reied8, beffen ^l^potenufenabfd^nitte bie 6in:= 
^eit unb bie gegebene ©trede finb. 

SJerftel^t man unter |0A| bie Sänge ber 
©trede ol^ne SRüdfic^t auf il^re 9li^tung, fo ift 
|0A'| = |0A|, |0B'| = |0B|. AA'OB' c^ 
B'OE .-. A'O : 0B'= B'O : OE .*. |0A| : |0B| 
= |0B| : |0E|. SDazJAOE halbiert ift, iftSDreied 
AOBc^BOE .-. AO:OB = BO:OE /. OB==]/ÖÄ. 

11. Sine ©trede potenjiert man mit n, inbem man 
an ba§ au§ ©nl^eit unb ©trede gebilbete S)reied nad^ein== 
anber n — 1 ä^nlid^e S)reiede im pofttiüen ©re^ungöftnn 
(gegen ben U^rjeiger) anträgt. S)a§ le|te 5)reied enthält 
ate lefete öon auSge^enbe ©trede bie ^ßotenj. 

S)ie ©in^eit l^eigc OE, bie ©trede OA, bie ^otenjftrede 
OP, fo ift, iocnn 4:E0A = a, ^EOP = na. 

S)a |0E| : |0A| = |0A| : |0B| = |0B| : |0C| = • • • 
= |OP_i|:|OP| ift |0B| = |0A|2, |0C| = |0B| • |0A| 
=:|0A|3... |OP| = |OA|". 
3- 95. für bie 4. ?ßotenj 
A EOA c^ AOB c^ BOC oo COD .-. OE : OA = OA : OB 
r=OB:OC = OC:OD, OD = OA*. 
12. ©ne ©trede rabijiert man burd^ n, inbem man in ben auS ber 
(gin^eit unb ber ©trede gebilbeten SBinfel n ä^nüd^e 2)reiede einträgt. 
2)a^ OE junäd^ft üegenbe 3)reted entl^ält bann aU jttjeite tjon au§* 
gel^enbe ©trede bie 3Burjet. 

5)iefe Äonftruftion ift im allgemeinen nur annäl^ernb burd^ probieren ju 
löfen. ©oC bie brittc SBurjel au8 OC fonftruiert toerben, fo ift ber SBinfcl EOG 
in brei gleiche Steile ju teilen. ^o§ ift mit §ilfe t)on Qiütl unb Sineal 
(Sirei» unb geraber Sinie) nicf)t abfolut genau möglid^. ^ierauS crfennt man 
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ben innigen Swfötnmenl^ang jttjcicr 9luf gaben, ber 3)reiteilung beS SBinfciS 

unb ber SSerboppelnng be§ SBürfelg, ba festere bie y2 jn !onftruieren öer? 
langt. S)iefe Aufgaben finb unter bent Planten $)eIifd^eS 5J5robIent belannt 
unb öon ben gried^ifd^en SRatl^entatifem mit ^ilfe ||ö§erer ^röen gelöft, fo 
\)on ^xppia^ öon (£li§ um 420 ö. ®^r. mit ber Duabratriy, l)on SKenäd^muS, 
einem Sd^üler 5ßIaton8, um 350 D. Sbr. mit ^iife öon Sfegelfc^nitten. ©d^on 
Öipt)o!rate§ öon S^ioS, um 440 ö. S^r., erfannte, ba§ bie 9lufgabe auf bie 
Sonftruftion jttjeier mittleren 5J5rot)ortionaIen fül^rtc. ©S fott ja /\COB oo 
BOAf^AOE merben, e§ mu| alfo OC : 0B = OB : 0A = OA : OE fein, 
ober h)enn man |0G| = c, |0B| = y, |0A| = x fe^t, c:y = y:x = x:l, 

ba bann x = '^c ober |0A| = y |0C| ift (ögl. Jropfle, ®efd^id§te ber ®k^ 
mentar^9Kat^ematiII, 270). 

13. 9ftabijiert man eine ©trecfe öon ber 2änge eing, fo ift nur ber 
SBinlel in n gleid^c Seile ju teilen, ba bie Seilbreiedte gleid^fd^enflig finb 
unb jtoei ©dtpunfte auf bem um mit OE befd^riebenen Shreife ^aben. Sft 
}. 93. |0C| = 1, fo ift auc^ |0B| unb |0A| gleic^ ein§. 93on befonberer 

aSid^tigfeit ift bie SonflruWon j/^^. ©teHt OE bie ga^I 1 bar, fo ift nad^ (1) 
OE + EO = 0, alfo EO = — 1. Serfc^iebt man EO um fid^ felbft, fo hai 
OE' = EO, fo fteßt OE' bie negatiöe ©n^eit bar. SBie bur^ tüieber^oltc 
5(bbition (4) Don OE bie pofitiöen 3^^^^"^ fo loerben burd§ mieber^olte Slbbition 
oon OE' bie negativen Sohlen gebilbet. S)ie ga^lengerabe (§ 25) ift alfo 
nur ein fpejieHer gall ber ©tredtenred^nung. halbiert man ben geftredtten 
aSinlelEOE' burd^ bie ©trede OJ, unb ift |0J| = 1, fo fteHt OJ bie Duabrat=: 

ujur^el au§ OE' nad^ Sänge unb SRid^tung bar. golglic^ ift OJ = ]/— 1 = i. 

14. 3e|t ift man imftanbe, aüe bi§||er öorgelommenen B^^I^i^ ouf jtoei 
fenfred^ten ©eraben burd^ il^ren 8lbftanb Dom Jlullpunft barjufteHen. ^aju 
errid^te man auf ber S^^^^^Hnie OX im StuHpunfte bag Sot OY, trage auf 



-4r 




bemfelben nad^ oben unb unten toieber^olt bie Söngenein^eit ab unb befc^reibe 
um ben SRuüpunft mit ber Söngenein^eit atö ^albmeffer ben SreiS. 5)ann 
ift ber lotred^te ^albmeffer bie mittlere 5ßroportionale ju (+1) unb ( — 1), 
fteüt alfo bie imaginäre ©inl^eit bar. 
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Äotnplcyc Sollten. 



J)ic Stbftänbc ber oberen Jeilpunfte bom SluHpunfte öeranfd^aulid^en bic 
imaginären Qa^kn i, 21, 3i . ., bie 9lbftdnbe bcr unteren Jeiljjunlte bie ima^ 
ginören Sp^^tn — i, — 21, — 31 . ., bie Stbftönbe ber boäroifc^enliegenben $ßunlte 
öom SfuBpunfte bie gebrod^enen unb irrationalen imoginären Bß^I^ii- 

S)ie Sinie OX l^ei^t bie 9ld^fe ber reellen SBerte, OY bie ber 
imaginären SSerte, bie ßbene TOX bie ßö^tenebene. 




2)ie ßöngenein^eit bjtt). bie ©tredfe a gelten, ttjenn man fie um tinfö 
um 90^ brel^t, in 1 bjtt). in al über. 

®e]^t man bon ber imaginären ©inl^eit bjtt). bon ber ©tredte ai burd^ SBeiter^^ 
breiten in bemfelben ©inne p ber auf ai im StnfangSpunfte fenfred^ten SRid^* 
tung über, \o erl^ätt man — 1 unb — a; e§ beftätigt fid^ ba^er 1 • 1 = 1^ = — 1^ 
ai • 1 = al^ = — a. ®urd^ fortgefe^te S)re^ung erhält man ttjieber i^ = — i, 
i* = 4- 1 uftt). 

§58.* 

1. 9Hmmt man an, t)a% jeber ©tredfe ber ßo^Ienebene eine3o^I 
entft)rid^t, \o genügt e§, nad^ § 57, 3 bie t)on auSge^enben ©tredEen 
i^rem B^^t^jert nad^ ju beftimmcn. OC fei eine folc^e ©trede, CA ba§ Sot 
t)on C auf OX, fo ift nad^ § 57, 4: OC = OA + AC. 3n ber gigur ift 
0A = + 3, AC ift parallel unb gleid^ ber ©tredfe t)on bi§ ju bem mit 
+ 21 bejeid^neten fünfte, atfo AC = 21. golglid^ ift OC = 3 + 21. SBenn 
allgemein OA = a, AB = b, |AC| =h, 4. BAC = 90 ^ fo ift AC = bi 
atfo OC = a + bi. ©benfo ift OC = a — bl. OC fteHt alfo bie Summe 
au§ einer reellen unb einer imaginären Qa^ bar. 

2. @rllantttg. S)ie Summe au§ einer reeÖen unb einer imaginären 
Qai)i ^ei^t eine !om:t3leje S^f)t 

Sebe fompleye Qa^l toixh burd^ eine ©trcdfe bargefteHt. Säfet man biefe 
©tredfe in beginnen, fo mirb aud^ oft ber ©nbpunft ber ©tredfe afö ein 
Säilb ber 2af)l angcfe^en. 3)ie fompleye Qüi)! — 3 — 21 toürbe burd^ geo^ 
metrifc^e 8lbbition (§57, 4) ber ©trede —3, bie l^orijontat nad^ linfö, 
unb ber ©tredfe — 21, bie öertifat nad^ unten öerläuft, bargefteHt metbcn. 
2)er (£nbt)unft t)on — 3 — 21 liegt alfo linfö unterl^alb 0. 
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3. ertlfirttttg, Qmi !omt)leje Qai)Un üon ber gorm a + bi unb 
a — bi ^ei^en lonjugtert tompUiz 3^^^^"- 

3)ie SJerbtnbung^Iinie CG' t^rcr ©nbpunfte ftel^t auf ber reellen 8(d^fc 
jenfred^t unb tt)irb burd^ fie ^tbiert. 

4t. ertläruttg, 3^ci fontpleje Qaf)Un ^eifeen gletd^, tücnn fottjo^l 

i^re reeüen afö anä) i^re imaginären ©lieber gleid^ finb, unb umgelel^rt. 

äug a + bi = a' + Vi folgt a = a' unb b == b' unb umgele^rt. (81) 

S)ie§ gel^t auS ber S)arfteHung ber Qa^l al§ ©trede bjtt). atö ©umnte 

3tt)eier ©treden (§ 57, 4) l^eröor. 

5. 2Ran fann aud^ bie reellen Qa^tn als Iomt)leye 3^^^^^ betrod^ten, 
t)ercn imaginäre^ ®Iieb ben Soeffijient SJutt l^at, e§ ift alfo a = a + 0-i, 
ebenfo lann man bie imaginären Sdf)kx{ hnxä) bie 5WuII ju einer lompiejen 
•«rgänjen: bi=0 + bi. Sft beg^atb a + bi = a, fo ift b = 0, ift a + bi = bi, 
fo ift a=0, ift enblid^ a + bi = 0, fo ift fomol^I a ate aud^ b gleid^ 0. 

6. ®a man unter ©leid^l^eit jmeier !ompIejen Sa^Un bie Übeteinftimmung 
-fomol^I beS reellen tt)ie be§ imaginären 2:eile§, b. t), fomol^l ber Sänge mie ber 
Stic^tung ber bie Qaf)Un barfteHenben ©trecten öerftel^t, genügt bie bIo|e Über^ 
cinftimmung in ber Sänge nid^t jur ®Ieid^^eit, eS barf bal^er auä) ber Segriff 
größer unb Heiner nid^t auf f ompleye ßö^Ien übertragen h)erben, 
fonbem man fann nur bon einem ©röfeer ober kleiner il^rer abfoluten SSkrte, 
^. f. bie Sängen ber ©treden, fpred^en. S)a |0C|2 = |0A|2 + |0B|2, ift |0C| 

= yjÖAp + |OBp, ober tt)enn 00 = a+ bi, ift |00| = y^TIbä, mobei bie 
SBurjel ftetS })ofitio bjn). obfolut ju nehmen ift. SDie abfoluten SBerte ber 
J)ofitiDen 3^^^^ [timmen hanaä) mit biefen felbft überein. ®g ift + 3 

= 3 + 0i, |+3| = y9 + = 3. S)ie abfoluten SBerte ber negativen 
3al^Ien finb bem ber entfpred^enben pofitiben Qaf)Un gteid^. — 3 = — 3 + Oi 

|_3| = yO + O = 3. SBenn man alfo bie ©e^auptung: + 3 ift um 6 größer 
•üU — 3, aufredet erl^atten miU, fo barf bieS nur im rein reeüen 3a^Iengebiet 
benu^t loerben, ba eS au^erl^alb, b. 1^. allgemein nid^t gilt. Säei JRed^nungen 
mit Ungleid^l^eiten mirb man bal^er gut tun, öorfid^tSl^alber ftet» nur mit ah^^ 
:foIuten Säcträgen ju rcd^nen. 

§59.* 

©tatt ber SRed^nung mit Iomt)lejen 3^^'fcii foH überall hie ©tredten^ 
xec^nung nad^ ben ^Regeln beS § 57 eintreten. 3!)aburd^ finb bie SSertaufd^ungS*, 
tSerbinbungS- unb SSerteilungSgefe^e unb äße n)cfentUd§en ^Regeln für reette 
Sohlen, fottjeit e§ fid^ um Oleid^^eit l^anbelt, auf ba§ Somplejgebiet fibertragen. 
S)ie algebraifd^en Stugbrüdfe ergeben fidE) nad^ biefen ^Regeln, tt)enn man 
12 = — 1 fefet. 

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i. (82) 

(a -j- bi) — (c 4- cli) = (a — c) + (b — d)i. 
(a-f-bi) . (c-f di) = ac + bci-f adi-f bdi« (88) 

= (ac — bd)-|-(ad-}-bc)i. 
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Summe unb 5ßrobuft lonjugicrt fompleyer ^a^tn ftnb reett. 
(a + bi) + (a — bi) = 2a 
(a + bi) • (a — bi) = a2-fb2. 
93ei ber S)iDifion fann man bie Trennung in einen reellen unb einen 
imaginären Seil baburd^ bett)irfen, ba| man mit ber bem Siöifor fonjugierten 
30^1 erweitert: 

a + bi _ (a + bi) (c — di) _ (a + bi) • (c — dl) 



c-j-di (c+di)(c — di) c2 + d2 
ac -|- bd bc — ad . 

= c2-f d2 + c2 + d2 ^- 



.(84) 



§60,* 

®ie Sänge OG = q (gig. ©. 86) Reifet ber äRobuI ober bie 9loxni 
ber fompleyen Sdf)l a + bi; i^r abfoluter 3Bert ift gleid^ bem pofitiöen SSäert 
t)on '}/a? +h^ ; ber SBinfcI (Stnomalie), ttjeld^en fie mit ber pofitiben JRid^tung 
ber reellen 2td^fe bilbet, ift burd^ bie ©leid^ungen 

a , b 

CO8 w = , Hin cp = — 

beftimmt, unb e§ ift 

a-{-bi = Q {cos cp-\-i sin qn). (85) 

5)enft man fid^ bie reelle ©tredfe q um bcn 3Infang§punft um cp gc= 
brel^t, fo ge^t fie in ß(cos gp H-isin qp) über; ber gaftor cos r/) + i sin <jp 
l§ei§t ber 5Rid^tung§faftor ober bie 9{id§tung§fonftante ber lompleyen 
3a^l für ben gegebenen SBinfel. 

Cel^rfa^ 1, S)a^ 5ßrobuft stoeier fompiejen Qa\)kn ift glei^ ber* 
jenigen tompiejen ß^'^If ^^^^^ SKobul gleid^ bem ^robufte ber SRobuln, 
unb bereu SRid^tungöfaftor burc^ bie Summe ber SBinfel ber JRid^tung^* 
faftoren ber beiben fomt)(eEen 3^^^^^" gebilbet ift. 

ä$oraudfe^ung. a + bi = ^(cos qp + 1 sin r/)), a' + b'i =r p' (cos q)' 
+ i sin qp'). 

{a-{-bi) (a' + Vi) = qq'{cos {cp + 9') + * sin {cp + (p% (86) 

^ttotx^. 2)urd^ SKuItipIifation ber ©leid^ungen ber SSorou^fc^ung^ 
erl^ält man: 

(a + bi) (a' + b'i) = ^(cos (jp + i sin cp) q\gos qp' + i sin cp') 
= qq' (cos cp cos r/)' — sin (jp sin qp' + i sin qp cos qp' + i cos cp sin cp') 
= QQ\cos{q) + cp') + i sin (qp + cp% 

3ttfa^ 1. ^ierau§ ergibt fic^ eine ttjeitere Sonftmftion (ügl. § 57, 8) 
ber ©trede ber 3ö^lenebene, meldte bem ^robufte jttjeier gegebenen lompleyen 
3n]§len entfprid^t. 
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Wlan trage an bie recHe Md^fe im 9Infang§puitftc bie ©untnte ber 
SQäinlel il^rer 9iid^tung§faftoren cp -\- cp' an unb mad^e bcn freien ©d^enfel 
gleid^ bem 5ßrobutte i^rer SRobuln, fo ift biefer bie gefud^te 5ßrobnften=©tredfe. 

Sel^rfa^ 2. S)er Quoäent gtüeier !omt)Iejen Qaf)kn ift gleid^ ber=^ 
jenigen lontplejen Qaf)l, beren SKobuI gleid^ bem Quotienten ber 9JJobu(n, 
unb beren 9Jid^tung§fa!tor burd^ bie 2)ifferenä ber SBinfel ber SRid^tungö* 
fonftanten ber fomplejen 3^^^^^ ge6i(bet ift. 

Sotau^fe^ung« a -(- bi = ^(cos r/? -(- i sin (p\ 
a' -(- Vi = ^'(cos cp' -\- i sin cp). 

SSeljaiHiteng. ^^^ = 7 (^^^ (V — v') + ^ sin {cp - cp% (87) 

^ .. a -f- bi Q (cos cp -1- i sin cp) (cos r/)' — i' sin cp') 
a -|- bi Q (cos cp -\-i sm qp ) (cos cp — 1 sin cp) 

=^ — (cos(r/) — cp') + i sin {cp — cp')). 

3ufa^ 2. ^ierau§ ergibt fid^ eine weitere Äonftruftion (bgl. § 57, 9) 
ber ©trede ber ßö^Ienebene, ttjeld^e bem Quotienten jttjeier fompiejen S^^^en 
cntfpric^t. 

9Kan trage an bie reelle Slc^fe im 3lnfang§))unftc t>k ^iffereng ber 
S33infel i^rer Stid^tungSfaftoren cp — cp' an, nmd^e ben freien ©c^enfel gleid^ 
bem Quotienten il^rer SRobuln, fo ift biefer bie gefud^te Quotienten ^©tredfe. 

§61.* 

S)ie SRegeln für bie 5ßotenäierung unb 3iabi5ierung fompiejer S^f)Un 
ergeben fid^ au§ ber ©tredfenred^nung (§ 57, 9—12), wenn man fid^ auf 
reeUe ©yponenten befd^ränft. ^anac^ trat eine Sßoten^ierung bjm. atabigierung 
ber ©trecfentänge (9WobuI) unb eine SBerbielföItigung bjm. Teilung be§ SBinfefe 
ein, alfo in algebraifd^cr SSejeid^nung 

(a -f t)i)'^ = Q^ (cos Ticp -f i sin ncp) (88 *) 

yä+1bi = "^Q I cos ^ -|- i sin ^j. 

^cr Semeis Iä|t fid^ aber aud^ algebraifd^ bjm. goniometrifd^ fül^ren. 

S)er ©a^, ha^ man ftatt eine§ 5ßrobufteg feine galtorcn potenzieren 
fann, gelte aud^ für fompteje ä^^^^en, bann ift 

(a -|- bi)*^ = Q^ ' (cos 9) -(- i-sin ^)^ , 
nad^ § 60 S. 1 ift 

(cos (p -|- i sin cp) • (cos cp -\- i sin cp) = cos(r/) -|- cp) -\- i sin {cp -\- cp) 
(cos ()p -(- i sin cpY = cos 2 r/) -[- i sin 2 cp. 
ebenfo ift 

(cos 9) -[- i sin 9)) • (cos gp -[- i sin ^) (nmal) = cos (^ -[- ^ • • • (nmal)> 

-\-\m\{q)-\-<p"' (nmd)) 
. *. (cos 9p -|- i sin q))^ = cos n 9p -(- i sin n^. (88) 
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S)arou§ folgt ber 

SRoi&refd^e ßel^rfa^. S)ie n*« ^ßotenj ber SRtd^tung^fonftante einer 
loTitplejen ß^^l ift fll^i^ i^^t 9ftid^tung§!onftante für ben nfad^en 3Btn!eL 
1730.) 

3ie]^t man au§ beiben ©eiten bie n*« SBurjel, fo erl^ält ntan 

n. 

COS (p -\- i sin g) =. ycos ng) -\-i sin 119), 
fe^t man ng) = a, a(fo 9 = — , fo ergibt fic^ 

cos h ] sin — = ycos a -|- 1 sin a, 

n ' n 

unb tt)enn man tüiebcr 9) für a fd^reibt 

^/ i — ' — ; <iP \ ' ' (JP 

ycos 9) -j- 1 sin g) = cos -^ -j- 1 sm ^^ • 

^terburd^ erföl^rt bie Sftabijierung eine bemerfenSttjerte (£rh)citeruug, 
menn man ba§ 5J5ermanenjgefe^ ber Dt)erattonen anmenbet. @ö mar in § 57, 4 
barauf l^ingettjiefen morben, ba§ jebe ©trecfe nid^t nur eine Slnomalie a, 
fonbern beliebig öiele 8lnomatien a + n-360° |at. 3ebe lom^jleye 3o^l 
iä§t fid^ alfo entft)red^enb barfteHen atö 

a + bi = ß {gos{<p -|- n • 360^) + i sin (9 + n • 360^)). 
SnSbefonbere ift 

1 = cos (0 + k . 360°) -f i sin (0 + k . 360°) 

— 1 = cos (1800 _|_ k . 3600) _(_ i sin (180» -f k • 360»). 
S33enbet man bterauf ben SRoiörefd^en ©a| an, fo ift 

]/T = cos(0+A.3600) + i.sin(0 + -.3600). 

SBenn e§ auä) beliebig biete SBinfel ^ 360 ^ gibt, fo ift bie 3a^I 

ber SSerte öon yl befd^ränft, ha ja immer, ttjenn m eine ganje 3ö||I ift, 
cos (9) -|- m • 360°) -|- i sin (^ -j- m • 360°) = cos 9 -|~ ^ ^"^ 9^ 

biefelbe ©tredte nnb bamit biefelbe 3^^^ ergeben. 

SRan erfiel^t, baß e§ fo Diel berfd^iebene Säerte bon fl neben 1 gibt, al§ 

tä)tt Srüd^e t)on ber gorm — eyiftieren. 

(£§ fei n = 5, fo finb bie SBinM, ttjenn man ber 9leil§e nad^ für k 
bie SBerte 1, 2 nfm. einfe^t: 

^.360«, -1-360«, -1-360«, -^.360«, 

o D o O 

bilbet man 0« + — -360«, fo nnterfd^eibet fid^ biefer SBinfel nid^t bon 0«, 
5 

ber SBinfel 0<' + -^-360*' nic^t öon 0» + -^-360. 

3)ie nt^SBurjel au§ 1 unb fomit au§ jeber ß^^t iftnbeutig. 
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Xnfgalbe« 3)ic Äubifnjurjcln bcr poftttoen ©nl^cit ju finbcn. SJian fcfet 
1 = cos 0^+ i sin 0^= cos 360^ -[-isin 360^= cos 720« + i sin 720« 
Mttb jiel^t bic brittcn SBurjcIn, inbem man bie SBinfcI brittclt: 
cosO« + isinO«=l 

cos 120« + i sin 120« = — cos 60« + i sin 60« = — ~ + ^y"3 (89) 

2t 2 



«ce 240° + i sin 240* = — cos 60" — i sin 60<* 






3!)ic beiben lomptcyen SBurjdn finb lonjugiert, bcjci^net man fic mit 
«1 unb €2f fo ift ei^ = £2, «1^ = 1. 

c«rr • Yx s. ^ . n.rx 360« , . . 360« , 

^Ugemcm gut ber @a|: SP €==cos \- ^ ^^^ ' 1° tüerbcn 

bic f&mtüd^en SBurjeln ber ©in^eit ober (ginl^eitSttJurjeln burd^ bic^otenjen «S 



t» bargeftcHt. 



360« 



RßOO\k k k 

-isin^^^l =cos~360« + isin-360«, 
n / n n 

i)cr rcd^tS ftel^enbc 8luöbrud ift ober bie k*« ©inl^eitStnurjel. 

9lu8 biefem ®runbe beginnt mon bei SfuffteHung ber ©inl^citömurjeln 

360 ,. . 360 ^ ^, ^ 
mit cos \- 1 sin unb gel^t bann bi^ ju 



cos- 

4^ 



n 
n.360« 



4. i sin^?^^^ = cos 360«+ i sin 360« 



n • ' n 

Yl = cos 90« + i sin 90« == i 

6 = i, €2^ — 1, £» = — i, 6^=1. 

S)ie n*«« SSJurjcIn einer beliebigen ^oifi. a + bi er^It man au8 ben (Sin* 
l^citSmurjeln 

(a + bi) = (a + bi).l 

(a + bi) = ^ • (cos 9p + i sin 9)) • (cos 360« + i sin 360) 

ya + bi=y p . ^cos-^ + 1 sin ^j .^cos-^ + 1 sin -^j 



360 



=y^(cos[f+- 

iltir 

^" . i. <P ^ 360« 

gugt man i^n ju — ober ju 



+ i sin 



9> 



?!)■ 



360 



©inen jmeiten SBert ermt mon burc^ §injuf ügen Don ju bem SBintd. 

, fo er^It man 6eibe 3RaIe baS nSmlid^e 
9) 360» , 360<»T 



y^(cos[-| 



360« 



n 

360" 
n . 



-|- i sin 



^D- 
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OßAO 

SKon latin il^n otfo ftet§ ju fügen, gügt man tl^n ju bciben, fo erl^ält 

2 360® 
man bie gtcid^e 3ö^t ^^^e menn man— -360® ju fügte. ©Siftolfonua 

360V . . 360« 

€ = COS h 1 Sin 

n ' n 

ya-j-bi = £ . yp • (cos -- -(- i sin — l 

n 

unb mon erhält bie SSäerte t)onya-|-bi, ttjenn mon e bcr Sicil^c nad^ mit 
1 bis n potenziert. 

t^olgerung* S^be n*« SBurjcI auö einer reetten S^^ W » SBerte, bie 
mon finbet, menn man bie ^jofitibe n*« SBurjel beS abfoluten SBerteS ber 3öbt 
mit ben n*«« SBur^eln ber t>ofitiben bjn). negatiben Sinl^eit multiplijiert. 

SSctf^iiell, x = 5/^^ 

— 1 = 1 . (cos 180«+ i sin 180«) 

}^=^= « (cos 60«+ i sin 60«) = 6 (-l + iVs) 

Xl=-1. ^2=l-^yS, X3=~+Ay3. (90) 



8/ 



»etf^iiel 2. x = ^4 + 4y3-i, ß=:yi6 + 48 = 8 
4 4-4y3 • i =: 8 (cos 60« + i sin 60«) 

A + 4 y 3 • i = 2 « (cos 20° + i sin 20<») = 2« (0,34 + 0,94i), 

2« = — l + l,73i, 2t« = — 1 — 1,73 i, 2e»=2, 
xi = — 1,97 — 0,35 i; X2= +1,29 — l,53i; xs = 0,68 + l,88i. 
^ierou§ erfte^t man oud^, bol bie SBurjetn lomplejer Booten «i^t wie 
bie ber reellen Sorten tjaorroeife fonjugiert finb. 



4. &apiUl Stmoenbungen auf ^olQiioine, insbefonbere 
beftobifd)e 3o^I^n- 

A. $as 2(us3te^en ber QuobrahnurjeL 
§62. 

1. SBie ein 5ßol^nom, fo fann aud^ jebe befabifd^e 3a^(, ttjenn man fie 
ate ein nad^ fattenbcn Jßotenjen bon 10 georbncteS 5ßol^nom auff a^t^ nad^ 
§ 46 mit 2 potenziert merbcn. ^a§ Duabrat ber befabifdEjen Qaf)l (abcde) 
er^U man, inbem man bilbet: 

a2.i08 + 2ab.l07 + b2.10« + 2.(10a + b)c.l05+c2.10*+2(100a+ 
10b + c)d.l08 + d2.102+2(1000a+100b + 10c + d)e.l0 + e2. 
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@§ ift bolzet, wenn man in ber 2lu§fül^ruttg bie ^otensen öon 10 toeglä^t, 

34562 = (3 . 103 + 4 . 102 + 5 . 10 + 6)2 = 
9 32 

24 . . . . ! ! 2 3 4 

16 42 

340 2 . 34 . 5 

25 . . . 52 

4140 . . 2 . 345 . 6 

36 . 62 

' 11943936 

2. Um hk Ouabratttjurjel ouS einem ^ßol^nom ju finben, jiel^t man, 
nad^bcm eö gcorbnet ift bie Duabratttjurjcl au^ bem erftcn ®Iiebe, fubtra^iert 
baS Ouabrot ber erhaltenen ©röfee a bom 5ßol^nom, hierauf bibibiert man ba^ 
zweite ®tieb beö $oI^nom§ burd^ 2a (ber Duotient fei b), bitbet 2ab + b^ 
unb f abtrainiert biefe ©umme; l^ierauf bibibtcrt man baS erfte ®üeb bcö Slefteg 
burd^ ba§ erfte ®lieb be§ jmeiten SDibifor^ 2a + 2b (ber Ouotient fei c), 
bilbet 2(a + b)c + c2 unb fubtra^iert biefe ©umme; l^ierauf bibibiert mau 
ba§ erfte ©lieb beS iRefteS burd) ha^ erfte ®Iieb beg britten S)ibifor§ uftt). 

ya2 -j- 2ab + 2ac + b^ + 2bc + c« = a + b + c 

Jl2 

2a in 2ab + 2ac + b2 

2ab -j-b2 

2a + 2b in 2ac + 2bc + c^ 

2ac -f-2bc4-c2 

Ö 

3. Um bie Duabratmurjet aug einer befabifd^en 3a^,l, j. 83. 1/2834,4976, 
ju finben, teilt man bie 3tt|l, bon bem S'omma anfangenb, nai^ red^tä unb 
linfö in ®ruppen bon je jtt)ei ©teilen, moburd^ bie Qa^ al§ ein nad^ geraben 
tßoteujen bon 10 faHenbeS ^ßol^uom bargeftetit toirb, unb berfä^rt nad^ 
folgenbem ©dbema: , 

y28|34, 49|76 = 53,24 
25 

a= 50. •.2a = 100 in 334 
(2a + b)b = 103.3 = 309_ 

1060 in 2549 
1062 . 2 = 2124 

10640 in 42576 
10644 . 4 = 42576 



bleibt fein 9left, fo ift bie SSurjet rational unb gefunben. ©leibt ein 
ateft, fo ift bie SBurjel irrational unb liegt jiDifd^en ber gefunbenen unb ber 
näd^ft größeren S^% Sft ber 9iabifanb eine genaue Qaf)l, fo l^ängt man jur 
gortfe^ung be§ StabijierenS SRuHen an, ift er ungenau, fo bibibiert man ai^ 
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gefürjt toeitet. S)a8felbe Imn man oud^ im etften goK hm, fobotb «lon bie 
^älfte ber erforberUd^en ßiff«'^" ^it- 3- ®- 

yi3 = 3,605551 
9 

60 in 400 
66 396 



7200 in 40000 
7205 36025 

721 in 3975 
3605 

72 in 370 
360 

7 in 10 

7_ 

3 
5)ie SBurjd auS einem eckten SSrud^e ift Heiner at§ ein8. 



y0,00|00|06|80 = 0,002607682 
4 

40 in 280 
46 276 



5200 in 40000 
5206 36449 



521 in 3551 
3126 



52 in 425 
416 

5 in 9 

3ufa^. 5tu§ einem gemeinen Snid^e jiel^t man bie sDuobrottourjel 
entmeber, inbem man 3ä^I«i^ w^ SWenner rabijiert, ober inbem mon ben 
Srud^ in einen ^ejimal&ru^ bermonbelt, ober inbem man ben SRenner burd^ 
©rroeitem be§ S8rud^e§ in eine Cuabrotja^t tiermonbeit unb ben 8&^tx unb 
SWenner rabijiert, j. SB. 



/25 __5 i/l3 
" 6' 



= ^m-W^^'' ^^er]/|=yö:54l667. 



B. 2)as Stusjte^ett ber ^ubi&tourjeL 
§63. 

SBie ein 5ßoI^nom, fo !ann oud^ jebe befabifd^e Qa^l, tvtmi man fic 
al§ ein nad) fattenben ^ßotenjen Don 10 georbnete^ 5ßoI^nom barfteHt, na(]^ 
§ 47 mit 3 potenziert merben. 
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®8 ift bol^er, toenn man in ber StuSfü^rung bie ^otenjen bon 10 
ttegtölt, 

3406» = 27 3» 

108 3 • 3» • 4 

144 3 • 3 • 4» 

64000 43 + 3.34»-0 + 3-34-0a+0» 

2080800 3 • 3402 . g 

36720 3 • 340 • 6* 

216 ... 6» 

39512447416 

Um bie ^BiftDurjel auS einem ^ol^nom ju ftnben, jie^t man, nad^bem 
e§ georbnet ift, bie SubÜmurjel ouä bem erften Oliebe, fubtra^iert ben ^buä 
ber ermtenen QaiH a bom ^ßol^nom, biöibiert bann baä jmeite ®lieb be§ 
«ßoI^nomS burd§ Sa» — ber Duotient fei b — , bilbet 3aäb + 3ab8 + b» 
unb fubttatiiert biefe ©umme; hierauf biöibiert man bo§ erfte ®tieb beä 
Sftefte« burd^ bog erfte Otieb bcä 5n)eiten 3)ibifor§ 3(a -j- b)^, ber -Quotient fei c; 
man bitbct 3(a-|-b)*c-(-3(a-|-b)cä-f-c» unb fubtra|iert biefe Summe. 

>/a» + 3a2b + 3ab2-j-b»+3a»c + 3ac2-(-6abc + 3bac + 3bc«-f c» 
a* =a-(-b-|-c 

3aa in 3a«b 

3a2b4-3ab« + b3 

3a« + 6ab + 3b8tn +3^+ 3ac2+ 6abc + 3b2c 

4- 3a2c -f 3ac8-f 6abc 4- 3b»c + 3bc2+ c» 

Ö 

1/39 1 512,447 1 416 = 34,06 

27 

a = 30 3aa= 2700 in 12512 

b = 4 10800 

3ab = 360 1440 

b2= 16 64 

3(a + b)2=3468 in 2084 



346800 in 2084474 
2080800 
3 • 340 • 6 = 6120 36720 
36 216 

Ö 
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5. ^opUeL ^ott bett CogarUf^mett. 
§64. 

1. ®a 83afi§ unb ©jponent einer 5ßotenj nid^t bcrtaufd^bar finb, i)at 
boS ^potenzieren jtoei Umfel^rungen, je nad^bem eine Safi^ ober ein ©yponent 
gefuc^t ttjirb. (£ine gefu(|te Sofi^ ^ei|t SBurjel (§ 49), ein gefud^ter 
Syponent l^et^t Sogaritl^mu^ (mörtlid^ überfe^t: Saf)l be§ SSerl^öItniffe^). 

2. SBie boö SRabiäiercn bem Seilen, fo entfprid^t ba§ Sogaritl^mieren bem 
SRcffen. 12:4 !ann aß bie grage aufgefaßt merben: SBie oft fann man 
4 bon 12 fubtra^ieren, bi§ ber 9fteft bleibt. 64 burd^ 4 logarit^mieren 
f)t\^t: angeben, tüie oft 64 burd^ 2 biöibiert werben fann, bi§ ber öuotient 
1 ift. (£§ ttjar 12 — 4 — 4 — 4 = 0, 64:4:4:4 = 1, alfo ift 3 ber ge:= 
fud^te Sogarit^mu§. (gbenfo ift 1000 : 10 : 10 : 10 = 1, alfo 3 ber Sogarit^mn§ 
ber 3a^l (SfhimeruS) 1000 jur SSafi^ 10. 

3. au^ ber ®lei^ung 1000 : 10» = 1 folgt 1000 = 10» unb nmge= 
feiert. Sft allgemein a = b"^, fo ift a:b™=:l, b. 1^. a lögt fid^ m mal 
burd^ b biöibieren, bi§ ber Duotient 1 ift. ®ie§ (£rgebni§ fd^reibt man 
Moga = m, nnb fprid^t: Sogaritl^mug a jur 93afi§ b ift m. a nennt man 
5Wumeru§. ®§ entfpred^cn fid^ alfo folgenbe Sejeid^nungen, menn a = b™: 

^ßotenjieren atabijieren Sogaritl^mieren 

a ^ßotenj* ^Rabifanb 5Wumeru§ 

b S3afi§ SBurjel* 93afi§ 

m ©yponent SBurjelefponent Sogaritl^mug* 

m,— 

b«^ = a* ya = b* 4oga = m* 

2)er ©tern bejeid^net bie gefachte ®rö§e. 

4. ®ie S3afi§ 10 ber Sogarit^men mirb fortgelaffen, man fd^reibt aljo 
ftatt i%g 1000 einfad^ log 1000. Unjuläffig ift bie abfürjung 1 für log, 
ba 1 Sogarit^mu§ jur Safi§ 2,718 bebeutet, dagegen finben beim ©d^reiben 
folgenbe 3^^^^^ SJerraenbung: 

log 1000 = lg 1000= / |1000 

9(u§ 1000 = 10» unb log 1000 = 3 folgt 
1000 = 10i«s 1000 

a=10i«g^ (91) 

S)er Sogarttfimu^ einer 3(i^I ift ber ejt)onent, mit ttjeld^em 
bie 95aft§ potenziert ttjerben mu§, um bie 3^^! i^ ergeben, ober 
ber ßogaritf|mu§ einer 3^^^ U^ ^^^ ^^ jugeorbnete ©jponent 
t)on 10, ttjenn man fid^, tüie im folgenben gefd^e^en tuirb, auf 
biefe 93aftö befc|rän!t. 

5. SSie man nun bon abfoluten ©yponenten ju negatiben unb gebrod^cnen 
ttjeitergegangen ift, fo treten aud^ negatibe unb gebrod^ene Sogarit^men auf. 
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Um nämlic^ 3^^!^^^ i^ logaritl^mieren, tütl^e fieiner ate bie 99afi§ finb, 
jü^xt man negative Sogaritl^men ein unb berftel^t bann unter Sogoritl^niuS 
jt)ic Qa% meldte angibt, tüie oft ber 9?umeru8 burd§ ben rejiprofcn 3Bcrt ber 
lBafi§ biöibiert tüerben ntu§, bamit ber te^te Duotient 1 ift. 

i. 1.1. 1^1 i.CT = l 1-2-3 = 1 1 = 2-B 
8-2-2-2 ^' 8'l2/ ' 8 '8 

— 3 ift ber Sogarit^muS üon ^ 5ur SBofiä 2, 2iog- = — 3 

8 

1111 



_i_ i_ i^_. _i_ m'_i JL 10-3-1 1 -10- 

•10 '10 10 ' 1000*110/ ~ ' 1000 '1000 



1000 10 "10 10" 

m\o ift —3 ber Sogarit^mug bon y^^ jur »afiS 10. l^^Tööö"^"^' 

S)a e§ unbequem ift, ben Sogaritl^men ein negatit)e§ SSorjeid^en l^injuju- 
fügen, ift man übereingefommen, tt)enn bie 93afi§ 10 ift, ben 9tumeru§ bor 
t)er Sogaritl^mierung mit 10^® ju muttipliäieren. 2)aburcl^ toirb ba§ (Ergebnis 
um 10 JU gro§, unb man mu| alfo Don bemfelben 10 fubtral^ieren, !ann 
iiefe 10 aber, tt)enn fein 9Ki§t)erftönbni§ ju befürd^ten ift, fortlaffen. 

6. Sft ci«e Qa^ JU logarit^mieren, ttjeld^e feine 5ßotenj ber S3afiS ober 
il^re§ rejitjrofen SBerte^ ift, fo fül^rt man gebrod^ene Sogaritl^meu eiu. 2)er 
3ä]§Ier beg S9rud^e§ gibt an, tt)ie oft ber ?lumeru§ burd^ bie bom SWenner 

bejeid^nete SSurjel ber 83afi§ bibibiert toerben mu§, um ben Duotient 1 ju 

3 
^r^alten. Eine ßö^t ^^t alfo ben ßogarit]§mu§ - jur S3afi§ 10, menn fie brei= 

5,_ ^ 

mal burd§ ylO ju biöibieren ift, bamit ber Duotient 1 ift. Slnnöl^ernb ift 

}^1Ö = 1,585, 1,585^ = 3,981 , 3,981 : 1,585 : 1,585 : 1,585 = 1, 

3,981 : 1,5853 = 3,981 : (}^Iöf = 3,981 : 10^ = 1 ; 3,981 = 10*, 

<jlfo log 3,981 = f- 
5 

3 

Um ha^ 3)ejimalf^ftcm aud^ l^ier ju bermenben, fd^reibt man 0,6 ftatt ^• 

log3,981 = 0,6,tt)eil 3,981 :(^|^f =1,^10 = 1,259; 3,981:1,2596=1. 

7. 3m allgemeinen mirb fid^ aber ber ßogarit^muS einer 8af)l nid^t 
burd^ einen rationalen Srud^ au^brüdfen laffen. Wlaxi berroenbet be^^alb bon 
tjom^erein S)ejimalbrüd^e, b. ^. nad^bem bie S)ibifion burd^ 10 einen Duo= 

10 

tienten ergeben ^at, ber jmifd^en 1 unb 10 liegt, bibibiert man biefen burd^ ylO 
= 1,259, bi§ ein Duotient jmifd^en 1 unb 1,259 übrig bleibt, biefen burd^ 

100, 1000, 

yiÖ = 1,023, ben näd)ften bur^ ylO= 1,0023. 

ftombt^sXlaer, Slrit^mctll. 37. Slufl. 7 
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3ft j. S5. bcr Sogorttl^ntug bon 300 ju beftimnten, fo finbct man 
fd^ritttDcijc 

300 : 102 = 3; 3 . 1 259* = 1,195; 1,195 : 1,023' = 1,017 ; 

1,017 : 1,00237 = 1,0003; 300 : 10^ : 10^ : 10^^ : 10^^^= 1,0003. 
SSemod^Iäffigen tt)ir bie ol^nc^in ungenoue 3, fo ift 

300 : 102'*77 = 1 ; 300 == lO«.*??^ log 300 = 2,477. 

eg ift femer 3: 10"^: 10^^: 10^^ =3: 10<>'*^'= 1, olfo log 3 
= 0,477. 

8. S)ie 8trt ber 55ered^nung ma6)t eS mal^rfd^cmtid^, ba§ bie Sogarit^meit 
nid^t nur nid^t rational, fonbem auc^ nid^t aIge6b:aifd^==trrationaI finb. S)cr 
a9eh)ei§, bag fie tranfjenbent={rrationaI finb, ift atterbingg erft 1873 
^ermite gelungen. 

2)er £ogant()ntu§ einer jeben cnblid^en abfotuten ßo^t löfet fi<^ in jebem 
(Softem, beffen 99afi§ eine enblid^e abfolute^a^I aufter 1 ift, beliebig eng ätt)ifd^en 
jtoei 83rüd^e einfd^tiefeen. ®r ift ober im allgemeinen meber burd^ eine rotio== 
naie 2af)l nod^ burc^ eine SBurjel (einer algebraifd^en ©leid^ung) au^brüdtbar. 

9. (£in jmeiter SBeg jur SBered^nung ber befabifd^en ßogaritl^men liegt 
in ber ©gentümlid^feit beg 5ßofition§f^ftemi^. S)ie 3a^l 10» tt)irb mit 4 3iffem, 
bie 3a^l 10^000 ^it 1001 3iffem, bie 3a^I lO^^oo-x ^jt x- 1000 + 1 3iff er 
gefd^rieben. Sft nun 2 = 10», fo ift 2^^=10^^\ 2^000 j^i^.^ ^jt^j, 
ebenfattg mit x • 1000 + 1 3iffci^ gefd^rieben. 3ft a bie 2lnjo^( ber 3iffc^n 
bon 2^^, fo ift x-lOOO-f l = a, alfo x = (a — 1): 1000. Mgemein: 
3ft a bie Stnjal^I ber S^^^^ bon z^, fo ift logz =: (a — 1) : n mit beliebiger 
Slnnäl^erung. 

$)ie Stnja^l ber 3iffem üon 2^000 i^^j p^ ^yJ^^^ mieber^olte 2Rulti^ 
plifation ermitteln. ®a8 SSerfal^ren ift langttjierig aber fieser, man er^&lt 
302 3iffem, olfo ift log 2 = (302 — 1) : 1000 = 0,301. 

10. ©nblic^ fonn mon burd^ ttjieber^olte 5ßotcnäierung bireft ben @j^ 
ponenten bon 10 beftimmen. 

SSered^nung bon log 2, h)obei c^ onnäl^ernb gleid^ bebeutet: 

2- = 1024 = 1000 (i + jI^).^ 103(1 + ^) 
2100 ^ loso (i _|_ }Y\ „o(^ § 47 jit /l + xj" c^ 1 + nx, 

/ 1 \i» 1 5 5 

alfo ( 1 + tkJ '^ 1 + 7= J- S)emna(^ 2»«» cvj 10»« • j 

/lOXi" /10\" 10*« 10*« 

21000 ^ 10»«« • — . It}i\ _f^_oo^!^ = 10, 

1 8 / ' \ 8 / 2»« 10» ' 

21000 rvj 10 801 . .. log 2 = 0,301. 

Sered^uung bon log? (auf 2 ©tetten): 

102 1020 1020 

72 = 49cv;A^; T^'c^^cv.i^^lO»'; 7*«« = 10'»; log 7 = 0,85. 
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S)a femer 1 = 10^ ift log 1 = 

4 = 22 = 10^.602 ift log 4 = 0,602 

5 = y = 10i-o.«>i ift log 5 = 0,699 

6 = 2-3= lO^'^oi . 100^^77 ift log 6 = 0,778 

8 = 23 = 100.903 ift log 8 = 0,903 

9 = 32 = 100'954 ift log 9 = 0,954 

S)te lOOfad^en Sogarit||men bcr erften 10 S^W^ f^^*^ ^^f^ 
0, 30, 48, 60, 70, 78, 85, 90, 95, 100. 

11. @t{lSntng. Unter einem „Sogoritl^ntifd^en ©Aftern" öerftcl^t man ben 
Inbegriff ber Sogaritl^men aller S^^ttn für biefelbe ©mnbäol^I. 9Son attcn 
möglid^en Sogaritl^menf^ftemen finb nur jtoei im Ocbraud^c, ndmlid^ ba§ gc* 
meine, beIobif(|c ober ©riggfd^e für bie (Srunbja^I 10, meld^eS fid^ bor:= 
jugSmeife ju praftifd^er 8fted^nung eignet, unb baS für bic fpäter jur 55e^anblung 
fommenbe Sftci^enle^re h)id^tige natürlid^e ober 9ieperfd)e mit ber ©afiSe 
== 2,7182818 . . . S)ie gemeinen Sogoritl^men njerben bnrd^ log v\üg ober fnrj 
log, bie natürlid^en Sogaritl^meri burd^ log nat ober furj burd^ l bejetd^net. 

12. ®efd^id^tHd^e§. S)te fiogarit^men mürben bon S)eutfd^en crfunben 
unb juerft bered^net, nämlid^ bon äRid^ael Stifel 1544 unb Don Soft 93ürgt 
1611. 2t6er SBürgi beröffentUd&te feine Safetn crft 1620; fo famen i||m jmei 
©nglönbcr jubor: 9leper 1614 unb a3riggsi617. 55ürgi^ Sogarit^men fttmmen 
nol^cju mit ben natürlid^en überetn, bie mit meniger Siedet 9?eperfd^e Reißen al8 
bie befabifd^cn Säriggfd^e (bgt. Iropffc, ®efd^id^te ber ©lementar^äRat^cmatil II, 
®. 141—186). 

§65. 

S)ie folgcnben Sä^c gelten auä) für anbcre fonft jur ^aftiJ eineg Sogo^ 
rit^menf^ftcmS geeignete ©runbjol^Ien. §ier genüge e^, fie für befabifd^c 
Sogarit^men auSjufpredEjen unb ju bemeifen. 

1. log (ab) = loga + logb (92) 



2. log - = loga — logb 
b 


(93) 


3. log (a^) = m . loga 


(94) 


4. log y7— "»loga— ^ • 


(95) 



m 

1. S)er Sogaritl^muö etneö 5ßrobufteö ift gletd^ ber ©umme ber Soga« 
ritl^men fetner gaftoren. 

2. S)er Sogartt^mu^ eine^ SBrud^eö ift gletd^ ber ©ifferenj ber 
Sogarit^men be§ B^^tctö unb 9?ennerg. 

3. 3)er Sogarit^muö einer 5ßoten} ift gleid^ bem 5ßrobuIt au§ bem 
Sogarit^muö ber ©runbja^I unb t^rem @Et)onenten. 

4. S)er Sogaritl^mug einer SBurjel ift gletd^ bem Quotient auö bem 
Sogarit^muö ber ©runbäal^I burd^ i^ren @E:t3onenten. 

7* 
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ISetoeii^. S)ie aäclüetfc ftü^cn fid^ auf bie Scl^rfä^e über 5}Jotcnjen (57) 
(58) (61) (75) unb ben ©afe: ©inb jlüei ^ßotenjen t)on gleid^er abfoluter 
bjtt). pofitiöcr S3afi§ gleid^r fo jtnb aud^ il^re (£jponenten gleid^. S)iefer ©a^ 
gilt afferbingS bisher nur t)on $ßotenjen mit rationalen @yt>onenten, tpirb 
nun aber h)ie aud^ obige 4 Sä^e auf 5ßotenjen mit irrationalen ©jponenten 
übertragen (bgt. § 45 S. 8 unb § 51 ®rfl. 2). Serner merben bit SDefini- 
tion^gteid^ungen benu^t: 

a = 10iö»% b =^ 10l«&^ ab = 10l<>e»^ -^ = lOi^^T 

b 

1. lOlogab—- ab = IQloga . IQlogb __ IQloga + logb 

a Q 

2 10^°&¥ = — = IQloga . 10 ^^Sh = lOloga-logb 

b 

3. lO^^g^*"-^ = a» = (10^°^*)^== 10»ioga 

4. lOlogVa^ i/a = a'i =(10loga)ii ^lon^^^^* 

9(nmetftttt8 1* ®ie 4 Siegeln für Sogaritl^men laffen fid^ in eine ju:= 
fammenfaffen: gü^rt man eine 3ted^nung ftatt mit ben Stielen mit 
il^ren Sogaritl^men au§, fo erniebrigt fid^ bie 3ted^nung§art um 
eine ©tufe. S). ^. e§ tritt an bie ©teile ber SKuItipIüation bie 9lbbition, 
ber S)ibifion bie ©ubtraftion, ber ^poten^ierung hit TOuItipüfation, ber SRabi- 
äierung bie S)it)ifion. 

Stnntertuttg 2* SSon einer ©umme ober 3)ifferen5 fann man btn Soga^» 
ritl|mu§ nur bestimmen, nad^bem man bie ©umme ober S)ifferenj au§ge= 
red^net ^at; ^ 

i/T25 -l-ri^/ ^2 5-4-^0/ 129 

= log 129 — log 16 — -^-log 7. 

♦ämnerfunfl 3» SBenn loga unb logb gegeben finb unb a>b ift, fo 
fann man mit §ilfe ber ®au§fd^en ober Seonellifd^en iafel bie Sogaritl^men 
bon a -[- b unb a — b finben, ol^ne a^- b unb a — b ju bered^nen. 9Kan fe^t 

log (b + a) = logb (|- + l)= logb + log (|- + l) = logb + B 
unb entnimmt B einer 2:afel al§ jugeotbnete Bö-^t eine§ A = loga — logb 

log (a — b) = logb ^A— ij = logb + log ^^_ ij = logb + A 

unb entnimmt A berfelben Safel al§ jugeorbnete Qa^ eineS B = loga — logb. 

Sm erften gaff ift log (|- + l) = B, log |^ — A, alfo y + 1 = 
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Sm jtüeiten galt ift log (-^ — ^ 1 j = A, log ^ = B, alfo -^ — 1 = 
^ = 10^ fotglid^ tüteber 10^ + 1 = 10» 



b 

S)tefe ©leid^ung btent jur ©ered^nung bon B au§ A, Sft ^ = 0,602, fo tft 
100,602 ^ X, logx = 0,602, X = 4, 10» = 5, B = log5 = 0,699, j. ». 
loga=:l,079Jogb=0,477,A=0,602,log(a+b)=0,477+0,699=l,176. 

§66. 
ße^rfa^. 9Son einem Sogaritl^menf^ftem ge^t man ju einem anbetn 
baburd^ übet, bajs man bie gegebenen Sogaritl^men mit bem SKobuI be§ 
neuen ©^ftem^ muttiptijiett. ©iefer SKobut ift bet tegiptole 3Bert be§ 
fiogaritl^mug ber neuen 85aft^ im alten Softem. 

^tf^auptm^. l a = log a. (96) 

gjctticii^. a = e«% a = 10l«&^ fotgltc^ e'» == 10^«g^ 
Sogaritl^miert man beibe (Seiten nad^ 10, fo ift 

Za-loge = loga-loglO, ba log 10 = 1 ift, al|o Za = , loga. 

1 löge 

, :^2,3. 3Ran erhält alfo bie natürltd&en Sogaritbmen ou§ ben 

löge 

belabifd^en burd§ SKuItipIifation mit 2,3. 

äRan fann bie ©teid^ung e'*= lO^^'s* aud^ nad^ e logarit^mieren unb 

erhält ?a-?e = loga-?10, ba Ze=l ift log a = pj-^ • Z a. 

®iefe ®Ieid^ung ift befonberS tt)id^tig, ba man bie natürlid^en Sogaritl^mcn 
bon aßen ^)ofitiöen gol^len burd^ eine 9ftei^c (§ 139) bered^nen unb barau^ 
bie be!abifd^en finben fann. 

§67. 

S)ie folgenben ©ä^e fönnen erft in ber l^öl^eren 9lnal^fi§ * begrünbet 
werben, finb aber au§ ben bor^erge^enben ^ßarograpl^en üerftänblid^, fobalb 
man fid^ auf befabifd^e Sogarit^men Befd^rönft. 

1. S)ie Sogarit^men finb tranjjenbente S^W^ ^^'^ ^^^ fü^ abfolute 
Sfhimeri befiniert. 9Kan fann alfo ben Sogarit^mu^ einer relatiöen 3^^! 
nid^t angeben, fonbern nur ben i^re§ abfoluten SBerte^. ©treng genommen 
fann man nid^t ben Sogarit^mu§ bon +3 angeben, fonbern nur ben öon 3. 
2Ran fagt aber, ba bie prattifd^e 9Jed^nung boburd^ erleid^tert mirb, bie 
Sogarit^men einer Safel finb bie Sogarit^men ber pofittben B^^ten. S)er 
Sogaritl^mu^ einer negatiben 3^^^ ift nid^t angebbar. 9Kan fonn aber ben 
2ogarit^mu§ i^re§ abfoluten SBerte§ beftimmen. S)a | — 3 1 = 3, f o ift log | — 3 1 
= log 3 =: 0,477. SSeniger forreft aber proftifd^ ift bie ©d^reibung log (— 3) 
= 0,477 (n), moburd^ man anbeuten miß, ba§ bie Qaf)!, bon tt)eld£)er man ben 
Sogaritl^muS gefud^t l^at, negotib mar. SSei ber weiteren ated^nung fann man 
bie§ (n) mitführen, menn man fid^ merft, ba§ ein negatiber gaftor bo^ 5}Jrobuft 
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negatiö, ^mei negative gaftorcn bo^ 5ßrobuft t)ofttiö madö^n- Sunüd^ft mirb 
man aber negatibc S^^Ien au§ ben ju logaritl^mierenben StuSbrücten entfernen. 

2. S)ie Sogarit^men aller 3^^ten, bte größer aU 1 ftnb, finb pofitiu. 

3. S)ie Sogarttl^nten aller erf)ten Srü^e finb negattt). 

4. ®er Sogarit^ntuö t)on 1 ift 0. 

5. S)er Sogaritl^muS bon ift negatib unb fein abfoluter S3etrag größer 
ate jebe angebbare Qa^, SRon fd^reibt mol^I aud^ (nid^t gan§ f orreft) log 

= 00. 

§68. 

1. S)ie ßogarit^men ber ^potenjen t»on 10 mit rottonalen ©jponenten 
finb gfeid^ biefem ©jponenten. 

1000 = 103 log 1000 =: 3 

ö 

2. 2)ie Sogarit^men aller übrigen Qai)kn finb irrational, alfo burd^ 
einen enblidE)en 85rud^ nur annäl^ernb angebbar. 

3. 2)ie Sogaritl^men biefer 3^^^^^ werben al^ ©ejimaläal^len ge== 
fdEirieben. " S)ie 3^^^ ^^r bem Äomma Reifet Äennjiffer ober ©^aral^ 
teriftif, bie 3^^^^^^ ^inter bem Äomma tjeijsen SRantiffe. 

S)ie Sogaritl^mentafeln entl^aüen nur bie äRantiffen, bie alfo au§ biefen 
JU entnel^men finb. S)ie Sennäiffern finb ju beftimmen. 

4. S^be 3ö^l läfet fid^ aU 5)3robuft einer ^ßotcnj bon 10 unb einer 
^loifd^en 1 unb 10 Uegenbeu Saf)l barftellen. 2)er ©yponent biefer ^ßotenj 
ift hk Sennjiffer, bie jmifd^en 1 unb 10 üegenbe S^f)l l^at eine jmifd^eu 
9iull unb ®in§ liegenbe Qaf)i jum Sogaritl^muS, bie au§ SRuIl ©inern unb 
ber aWanKffe al§ ©ejimalfteHen befte^t. 

300 = 3 . 102; log 300 = log 3 + log 10^ = 0,477 + 2 

0,003 = j^ = 3 . 10-^ log 0,003 = log 3 + log lO"« = 0,477 — 3 

S)ie pofitibe ^enn^iffer abbiert man jur SRantiffe, bie negatibe er^ö^t 
man auf 10 unb abbiert bie l^ierbei erforberlid^e ©rgönjung jur SRantiffe 
log 300 = 2,477 

log 0,003 = 0,477 — 3 = 0,477 + 7 — 3 — 7 = 7,477 — 10. 

9Kan muttit)Iiäiert alfo hen Srud^ mit 10^^ beftimmt ben 2ogaritl^mu§ 
biefer 3o^l unb fubtral^iert 10 üon bemfelben. @§ ift 

0,003 . 10^0 = 30 000 000; log 30 000 000 = 7,477 
log 0,003 = 7,477 — 10. 
5)en ©ubtra^enbuS — 10 fann man fortlaffen, roenn fein SRi§berft&nb= 
ni§ cntftel^en fann. 
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gür bic Sefttmmung ber Sennjiffer ergeben ]x6) banad^ folgcnbc pxaU 
itf(i^c SRegeltt: 

®tc Äenitäiffet einer ganzen Qaf)l tft um 1 fletncr alö bie 
^njal^l ber 3iffcic:n (t)or bem Äomnta). 

®te Äennjiffer etne^ cd^ten 93rud^e^ tft enttoeber negatit) 
unb gletd^ ber Sfnja^l ber StuUen, bie t)or ber erften geltenben 
3iffer fielen, ober pofitit) gteid^ ber ©rgänjung ber SRutlenanjal^I 
^u 10, unter nad)träglid^er SSerminberung um 10. 

log 54321 = 4, . . . log 0,0007 = 0, ... — 4 = 6, ... — 10. 

Sejctd^net man ben ©teöentoert ber Siner mit 10, ben ber S^^^^r mit 
11, ber ©unberter mit ]2, ber S^^^tel mit 9, ber ^unbcrtftel mit 8, fo ift 
bie Sennjiffer gleid^ bem ©teüentüert ber erften geltenben 
ßiffer öerminbert um 10 

12 11 10 9 

log2 34,5 =ia... — 10 

10 9 8 7 6 

logO,00 37= 7,... — 10 

5. 9(uS ber Sennjiffer beftimmt man ben ©tcttentüert be§ ju einem ge^ 
gebenen Sogaritl^mu^ gefunbenen SRumcrug burd^ ein bem in 4 gejeigten ent:= 
gegcngefefete^ SSerfa^ren. 

Sft bie Äennjiffer 9?uII, fo l^at ber Sßumeruö eine ©teile t)or bem 
Äomma. 

Sft bie ^ennjiffer +k, fo ^at ber SRumerusJ k+ 1 ©teilen t)or bem 
Äomma. 

3ft bie Sennjiffer k — 10, fo ^at ber 9?umeruö 10 — k SWuHen t)or 
t)cr erften geltenben Qi^tx (einfc^liefelic^ ber SßuH in ber ©inerfteHe) 

0,477 = log 3; 3,477 = log 3000; 6,477 — 10 = log 0,0003. 

6. Qtoti Qaf)Un, bie mit benfelben ß^ff^^"/ abgefe^en Don SRuHen, 
gefd^rieben toerben, ^aben biefelbe SKantiffe unb umgefe^rt. 

log 8670 = 3,938 log 0,0867 = 8,938 — 10 
1,683 = log 48,2 9,683 = log 0,482. 



1. 3e nad^bem bie SKantiffen auf 4, 5, 6, 7, 10 ©teilen in einer Safel 
angegeben finb, bcjeid^net man bic Safcl atö öierftcUig, fünfftellig ufro. 

S3ie bic SRantiffen bered^net merben fönnen, ift in § 64 gcjcigt, fte 
finb aber nid^t auf biefem SBege fonbern burd^ Sieil^en (§ 140) bered^net 
morbcn. 

fjür bie ©d^ule finb bicrfteöige a:afeln au^reid^enb unb be^l^alb ämerf^ 
mäßiger atö fünfftellige. 3)a aber noc^ übcrioiegenb fünffteöige in ®ebrau(^ 
finb, f offen bie ^Regeln für fold^c formuliert merben. Sie laffen fid^ finn^ 
^emäfe auf ijierfteffige unb ficbenfteöige übertragen. 
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2. ^n bcn fünffteöigen 2!afcln finb bie äRantiffen bicrftcttiger 9?umcrt 
auf fünf ©teilen angegeben. äRetfl flehen in ber erften mit N überfi^riebcnen 
Staffel ünfö brei 3iff^^" ^^^ 9tumeru§, bie bierte ift in bev Überfd^rift^äette 
ju fud^en. 3)ie SRontiffe ift in jwei Seile gefpalten, bie erften ^mei 3^ffem 
fte^en in ber jmeiten, oft mit L überfc^ricbenen Staffel; hit brei folgenben 
giffem ftel^en fen!re(f)t unter ber bierten SJumeruSjiffer. 

y|L0 1234 5 

317 1 50 lt)6 120 133 147 161 174 

®§ ift log 3170 = 3,50106, log 3171 = 3,50120, log 3172 
= 3,50133 ufm. 3)ie jmei erften SRantiffen^iffern finb alfo au§ ber Staffel L 
ju ergön5en, unb ^mar, tüenn ein Stern bor ben brei legten ßiffern fielet, 
au§ ber nö^ften 3^^'^- 

3. S^ennt man log 3172, fo fann man burd^ Stnberung ber Jlennjiffer 
hen Sogaritl^mu§ jeber mit biefen 4 S^^^^^ gefc^riebenen 3ö^t beftimmen. 
g§ ift log 317200 = 5,50133, log 0,03172 = 8,50133 — 10. SSitt 
man ben Sogaritl^mu^ eineS fünfäiffrigen 9tumeru§ bestimmen, fo mu^ man 
fid^ 5n)ifc^en je jmei aufeinanberfotgenbe SRantiffen neun SWantiffen in an- 
nöl^ernb gtcid)en Slbftänben eingejd^oben (interpoliert) benfen. 6§ ift 
log 31730 = 4,50147, log 31740 = 4,50161. SSöd^ft ber 9htmeru§ t)on 
30 auf 40, alfo um 10, fo mäd^ft bie SKantiffe üon 47 auf 61, alfo um 14. 

SBäd^ft ber 9tumeru§ um 1, alfo ben 10. Seit, fo mirb aud^ ber Soga* 

14 
rit^mug um ben 10. Seil, h.f). tt: = 1,4 load^fen, b. 1^. runb um 1 in ber 

legten Stelle ber äRantiffe. SSäd^ft ber 9?umeru§ um 2, fo mäd^ft bie lefete 

14 
Stette ber SRantiffe um 2-^^=2,8, atfo runb um 3 ufin. e§ ift alfo 

log 31731 = 4,50148 
log 31732 = 4,50150 
log 31733 = 4,50151 
log 31734 = 4,50153 



log 31739 = 4,50160 
log 31740 = 4,50161 



4. 3ft i^te Sifferenj jmeier 95Zantiffen größer, fo fann man aud^ nocfy 
für eine fed^fte 9?umeru§fteIIe interpolieren. S§ ift 

log 131400 = 5,11860, log 131500 = 5,11893. 

3)er^umeru§bifferenj (A^) 100 entfprid^t bieaRantiffenbifferen5(/\M)33, 
bem AN=1 ein A^ = 0,33, einem ^^ = 46 ein AM = 0,33.46 
= 15,18, atfo ift log 131446 = 5,11875. ^n ber Safet ift unter PP 
(partes proportionales) eine SRultipIifation aufgefül^rt, bie biefe SJed^nung. 
erleid^tert. 

5. 2)a§ 3nterpoIation§öcrfal^ren ftüfet fid^ auf 2 ße^rfä^e. 
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Se^rfa^ !♦ S)er Unterfd)teb ber Sogarit^men ätoeier aufeinanber fot 
genben 3<i^ten a unb a + 1 ift um fo Keiner, je größer bie ^atfUn finb. 

»Ctociö. e§ ift log (a + 1) — log a= log^^i^= log (l + ^) 

alfo glcid^ bem Sogarit^mug einer S^% bie um fo Heiner tüirb, je größer a ift. 
Se^rfa^ 2. ®ie beiben ©ifferenjen au§ ben Sogarit^men je breier 
aufeinanber folgenben fünf jiffrigen Qaf)Un a — 1, a unb a -f 1 ftnb für 
fünffteHige Sogaritl^men al^ einanber gleid^ anjunel^men. 

»Cttieiö* e§ ift dl = log a — log (a — 1) = log — ^, 

a — X 



a+ 1 
dg = log (a -[- 1) — log a = log ' , f olgtid^ 

a 

■da =log - — log— ;^ — = iog-2 ^ 



Ser ftetnfte SBert, weld^en a al8 fünffteHige Qaf)l nttnel&men fonn, ift 
10001; toenn bofür ber einfacheren SJed^nuiig wegen 10000 gefegt roirb, fo folgt 
dl — da = log 1,000000010000000100 • • • 
dl = da +0,0000004 

@§ lönnen alfo für fünffteHige ßogarit^nten bie ©ifferenjen je breier 
oufeinanber folgenben S^i^'c" o'^ fll^it^ angenommen werben. 

Folgerung. Um für eine fünfjiffrige QaiH ben Sogarit^mug ju finben, \viä)t 
man bie 5ÖJantiffe für bie au§ ben 4 erften 3iffera gebitbete ga^I auf unb abbiert 
für jebe ®in^eit ber fünften ©teile ^/^^ ber juge^örigen äJfontiffenbifferenj. 
6. 3ft eine SRantiffe nid^t genou in ber 3:afet enthalten, fo nimmt man bie 
näd^ft niebrige SKantiffe unb finbet weitere (Steßen be§ SRumeruS burc^ 3)ioifion. 
num 5,11888 = x log 131400 = 5,11860 

Du m 5,11860 ^ 131400 log 131500 = 5,11898 

28 : 33 = 0,85 33 

26,4 
16 
num 511888 = 131485. 

§70. 

3)ie beiben Aufgaben, meldte man mittele ber Sogarit^mentafeln löft, nämtid^ 

1. ju einer gegebeneu ßa^I (9himeru§) ben Sogaritl^mu^ unb 

2. }u bem gegebenen Sogorit^muS il^ren SRumeruS oufjufud^en, 
fommen öereint jur 2tnn)enbung, um 

3. einen mittele öerfd^iebener ated^nung^arten jufammengefe^ten 3ö^icn= 
auSbrudE ju berechnen. Wan fe^t baju ben 9lu§brudE gleid^ x, bilbet unter 
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Stntpcnbung ber ©ä^e öon § 65 logx, bered^net benfelben unb fud^t bc« 
pge^örtgen 9?umeru§ auf, toobei bte „^ilfen" (f. u.) ju berüdfid^ttgen finb. 

_l'/ 0,084-0,Ö9»~ 1/'^ 1 

"^ ~r 9,3045. yö;849 = rn;^°^^= 5 (^*'^^-^°^'^)=^ 

j [log0,084 + 3 log0,09 - (log 9,3045 + -^ log 0,849) 
3ur 2tu8tec^nung empfiehlt [lä) folgenbeä ©(^ema. 



Num 


Log 


Op 


0,09 


8,95424 


•3 


0,09» 
0,084 


6,86272 
8,92428 





z 
n 


5,78700 
0,93314 





X* 


44,85386 


:5 


X 


8,97077 





Num 


Log 


Op 


0,849 


19,92891 


:2 


y0,849 
9,3045 


9,86445 
0,96869 


+ 
+ 


n 


0,93314 





x = 0,09349 

hierbei finb fotgenbe ^ilfen benu^t: 

5)ie Scnnjiffer ed^tet SBrüd^e ift um 10 berminbert ju benfen; biefe 10 
jnu^ oor bem 9lu§jie!^en bet Cluobrattouräel auf 20, öor bent 9lu8jie^en 
ber 5. SBurjel auf 50 er^ö^t roetben. S)emnad^ ift jur S'ennjiffer öor ber 
SRantiffe 10 bjtu. 40 ju obbieren. 2tnfängei fönnen oud^ ba§ in Sinnt. 2 
öernjenbete SJerfa^ren bcnu^en. 

3(nmerfung 1. S9ei negatiöen Qa1)kn ^at man ben gattot ( — 1), bei 
imoginären ben goftot y — 1 abjufonbent unb ben ätneiten gottor logoritfimifd^ 
^u bered^nen. 

X = 3 \ - 2,8408 i^^l = — i • 3 y2;84Ö8 yll. 

log (3 l'piÖS • yiT) = 1,08851, 

3 )^ä84Ö8 yil= 12,261, x = — 12,261 y -- 1. 

3(ttmetfutig 2. ^al man ben fiogarit^muS eine§ iBntd^eS burc^ einen 
mel^rjifferigen S)ejimalbrud^ ju bioibieren, fo oetwanbel.t mon bie ©ifferenj in 
■eine negatiöe ^af)t 

0,89818 — 1_ 0,10182 
7,0017 ~ 



7,0017 



=y0,791, logx = 
0,10182 



logy: 



:log0,10182 

n 



7,0017 
log 7,0017. 



7,0017 
log 0,10182 = 10,00783 
log 7,001 7 = 0,84520 

logy= 0,16263-2, y = 0,014542 
logx = — V = —0,01454 = 0,98546 — 1, 
x = 0,96707. 
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Stntneifung 3. ^infid^tlid^ ber borfommenben 
IBtfferenjen unb ©ummen öetgleic^e § 65, 91. 2. 



X = ^^25,08* — 3 1'0.0872 = /F^^ 
log y = i log 25,08 ; log z = log 3 + 1 log 0,0872 



Litt 


Num 


Log 


Op 




25,08 
2,9271 


1.39988 


:8 


y 


0,46644 






0,0872 

y0,0872 
3 

1,8417 
2,9271 


48,94052 


:5 




9.78810 
0,47712 


+ 
+ 


z 

y 


0,26522 
0,08559 


+ 


y — z 


1,0854 
1,0418 


:2 


X 


0,01780 





*7. ®n auSgejcid^netcS ^tlfSmittct ju rafd^ec 
S3crc(i^nung ift ber Sicd^cnftob, t)on lüdd^em ein 
Seit ncbcnftcl^cnb abgebtibet ift. Schreibt man an 
einen in mm geteilten ©tab bie S^ff^i^'^ 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9, 1 an bie bom 9tnfang ber oberen 
©!ala gemeffenen Jeitpunfte 30, 48, 60, 70, 78, 
85, 90, 95, 100, unb teiü man bie unterfte ©lata 
im bop|)eIten 3KaMtab, fo [teilen unten bie Duabrat:= 
njurjeln au§ ben barüber fte^enben Saf)ltn. 3n 
bem ©tab ift bemeglid^ ein ©d^ieber mit gleid^er 
©nteilung gefc^oben. 3n ber 3igui^ ift er fo ge^ 
ftettt, ba§ iebe giffer beg ©d^ieberg ^alb fo gro§ 
atö bie barüber ftc^enbc Qi^^x ift. 2)?uIttplifation 
tüirb burd^ 9lbbition, S)iöifion burd^ ©ubtraftion öon 
©trecfen erfe^t. Sine naivere Stnmeifung mirb ben 
Stec^enftäben beigegeben. 
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Sünfter Slbfc^mtf. 

QSon öen Q3ef{immung5gleid)ungen- 



1. ^apitcL dinMUmQ. 

§7L 

©rlläruttg. Unter einer ©tetd^ung öerfte^t man bie SSerbinbung 
jtüeier ©röjgen burd^ ba^ ©letd^l^eitöjeid^en. Sie beiben ©röfeen l^ei^en 
bie ©eiten ber ©leic^ung, bie rechte unb linfe. 

Sie ®Ieid^ungcn jerfaHcn in ibentifd^e unb 99eftimmung§gtei(^ungen. 
@inc ibentifd^e ©leid^ung ift eine fold^e, beren Seiten auf ®runb ber 
SRed^engcfe^e notltjenbig einanber gleid^ finb. Sie gilt für alle SBertc ber 
in il^r öorfornmenben allgemeinen ©röfeen. (a + b) (a — b) = a^ — b^. S)ie 
Seigre öon ben ibentifd^en ®teid^ungen l^eigt Slritl^metif. 

®ne ©tcid^ung, beren Seiten nid£)t nottüenbig gleid^ finb, fonbem 
nur tt)iH!ürIid^ gleid^ gefegt iDcrben, j. S. 

7a+2x = 5b, a^+b^^x^ 

[teilt junöd^ft nur bie 2tbpngigfeit mel^rerer 3^^^^^^ öoueinanber bar unb 
^ei^t ate folc^e anal^tifd^e ®Ieid£)ung. ©rteitt man aber ben 93udöftaben a 
unb b beftimmte Bö^l^^^te, fo erhält aud^ x, menn anberö bie Olcid^ung 
rid^tig bleiben foll, einen (ober mel^rere) beftimmte SBerte. Sold^e ©teid^ungen 
nennt man S3eftimmung§gleid^ungen, j. 95. 5x=15. 

Se^t man in ber erften ber obigen ®Ieid^ungen a = 2, b = 4, fo mu§ 
man x = 3 fe^en, bamit jebe Seite gleid^ 20 mirb. Sie jtoeite ®Ieid^ung fteHt 
bie 9lb^ängigfeit ber brei Seiten eineS red^tminlligen Sreiecf^ üoneinanber bar. 
gfft a = 3, b = 4, fo ift x = 5 ^u nel^men. 

©ine SeftimmungSgleic^ung mu§ minbeften§ eine xmbeftimmte ®rö§e 
enthalten, tüeld^e burd^ bie anberen beftimmt tnirb. SD?an nennt biefe ®rö§e 
im Oegenfa^e gu ben anberen „befannten ®rö§en" bie unbefannte 
®rö§e unb bejeid^net fie getüöl^nlid^ burd^ einen ber testen Sud^ftaben be^ 
Sllp^abetS. 

Sie 95eftimmung§gteid£)ungen bienen baju, au^ befannten ®rö§en unbe* 
fannte ju beftimmen. 3eber beftimmte SBert, melc^er, an Stelle ber un= 
befannten ®rö§e in bie ®Ieid^ung eingetragen, biefe ju einer ibentifd^en 
mad^t, b. ^, ber ®leid^ung genügt, Reifet eine SBurjel ber ®Ieid^ung. Siefen 
SBert finben f)ü^t „bie ®Ieid^ung auflöfen". 

®teic^ungen, meldte außer ber Unbefannten feine 93ud^ftaben, fonbem nur 
3al^ten enthalten, l^ei^en numerifd^e ober ß^btengleid^ungen; ®Ieid^ungen, 
meldte au^er ber Unbefannten anbere Sn^ftaben enthalten, Sud^ftaben- 
gleid^ungen. 
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3m übertragenen ©inn \px[6)i man auc^ bon SBortgleid^ungen ober 
3:cjtgleicl^ungen unb berftel^t barunter eine in SBorten gegebene Stnfgabe, 
beren Söfung burd^ eine ©leid^ung gefnd^t mirb. 

®ine ©leid^ung, beren unbefonnte ©röfee nur al§ ©runbjal^l bon 
^otenjen ober im SRobifanben bon SBurjeln borfommt, l^ei^t eine algebraif(i^e 
®Icid^ung, eine ©leid^ung, meldte bie Unbefannte in ®j))onenten einer 
^otenj ober SBurjel ent^ölt, toirb eine ©yponentialgleitJ^ung genannt 
unb gel^ört ju ben tranfäenbenten ®tei(^ungen. 

©leid^ungen ju löfen üerftanb fd^on ber äg^pter Stl^meS (XVII. ^a^rl^. 
t). ^x,), Unter ben ®ried^en ift befonberS ®iop^ant (lY. Sa^r^. n. ©^r.) 
ju nennen. S)ag arabifd^e Sel^rbud^ be^ Sßul^ameb Slld^tüarijmi 
(820 n. Sl^r.) Sllbfd^ebr toalmufabala (restauratio et oppositio) l§at bie Sejeid^s 
nung Sllgebra für bie Se^re bon ben Seftimmung§gleid^ungen berantafet. 
Unfere l^eutige SSel^anblung ber ©leid^ungen gel^t auf ©tifel (1544 @§= 
lingen) jurüct. 

§72. 

S)ie Sluflöfung ber ©leid^ungen beruht auf bem @a^e: 

®letd^e SRed^nungen, mit gleid^en ®röfeen borgenommen, geben gleid^e 

©rgebniffe, ober: ©ine ©leid^ung bleibt rtd^tig, tüenn man mit beiben 

Seiten biefelben SRed^nungen bornimmt. 

§ierau§ ergeben fic^ bie nad^ftel^enben golgerungen: 

1. ®Ieid^e ©lieber, toelc^e auf berfd^iebenen ©eiten mit bemfetben 3}or= 
^eid^en fte^en, lieben fid& gegeneinanber auf, bie pofitiben burd^ ©ubtraftion, 
bie negatioen burd^ Slbbition i^rer abfoluten SBerte auf beiben ©eiten. 

2. 3ebe§ ®lieb barf man mit umgefel^rtem SSorjeid^en auf bie anbere 
©eite fe|en (Sran^pofition ber ©lieber), gür bie pofitiöen ©lieber 
ergibt fid^ bie 9tid^tig!eit burd^ ©ubtraftion, für bie negativen ©lieber burd^ 
?[bbition ber abfoluten SBerte auf beiben ©eiten. 

3. ©ne ©leid^ung bleibt rid^tig, menn man bie SSorjeid^en fdmtlid^er 
©lieber in bie entgegengefe^ten bermanbelt. ®ie atid^tigfeit ergibt fid^ burc^ 
SDlultiplifation ber ©leic^ung mit — 1. 

4. ^aben alle ©lieber einen gemeinfamen goftor ober S)ibifor, fo fööt 
te^terer burd^ SKultiplifation ber ©leid^ung mit bem ®ibifor, erfterer burd^ 
S)ibtfion mit bem gaftor fort. 

§73. 

Stflärttttg. ©ne ©leid^ung l^ei^t auf i^re allgemeine gorm ober 
auf SttuH gebrad^t, toenn fümtlid^e ©lieber, nad^ faHenben ^tenjen ber Un== 
befannten georbnet, auf ber einen Seite [teilen, il^re algebraifd^e ©umme alfo 
gleid^ S?ull ift. S)ie algebraifd^en ©leid^ungen unterfd^eibet man nad^ ber 
^öd^ften 5ßotenj ber Unbefannten in ©leid^ungen be§ erften ©rabe§ (lineare 
©leid^ungen), ©leid^ungen beg jmeiten ®rabe§ (quabratifd^e), ©leid^ungen 
beg britten ©rabeg (fubifc^e). 
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S)ie allgemeine gorm ber tineoren ©letd^ungen ift: ax-|-b = 0, bic 
ber quabrotifd^en (äleid^ungen ax^ -|- bx -|- c = 0, bic ber fubifd^cn ©leid^ungen 
ax3-f bx2-f cx + d = 0. 

Um eine ®leic^ung auf i^re allgemeine gorm ju bringen, fül^rt man 
nad^einanber folgenbe Umformungen auS: 

1. 9Kan fd^afft bie SRenner fort, inbem man bcibe Seiten beröleid^ung 
mit bem ^aiH)tnenner muUipIijiert. 

2. SRan töft bie Slammern ouf, in meldten bie Unbelannte borfommt 

3. SKan entfernt bie SBurjeln, in benen bie Unbefannte borfommt, 
inbem man bie }u befeitigenbe SSSurjel bon allen übrigen ©liebem burd^ 
2^ran^t)ofition trennt (ifoliert) unb beibe ©eiten ber ©leid^ung mit bem 
SBur5eieyt)onenten potenziert; man mieberl^olt bie§, menn mehrere SBurjeln 
bor^anben ftnb (bgl. § 74, Seifp. 2). 

4. SKan bringt burd^ 2^ran§pofition äße ©lieber auf bie eine ©eite unb 
orbnet fie nad^ faUenben ^JJotenjen ber Unbefannten. 

5. gmifd^en je jtoei Umformungen unterfud^t man, ob bie ©leid^ung 
burd^ 3lntüenbung ber Siegeln be§ § 72 fid^ bereinfad^en Iä§t. 

9(nnter{mtg* S9ringt man in ber allgemeinen gorm einer ©leid^ung 
ba§ befannte ©lieb auf bie anbere Seite, fo l^ci^t bie erl^altene gorm ber 
©leid^ung i^re SRormalform. 



2. ^opifeL ^oti beti ®(eic^ungen bes erfieti &xabes tnif (inet 

Unbefiatitifeti« 

A. SfuflSfung betreiben. 

§74. 

©etangt man burd^ bie im borigen 5ßaragrap]^en angegebenen Um^ 
formungen auf bie allgemeine gorm ber linearen ©leid^ungen 

fo ergibt fid^ au§ berfelben burd^ SranSpofition bon b unb burd^ 5)ibifion 
mit bem ^oeffijienten ber Unbefannten: 

ax = — b, x = (97) 

a 

@§ gibt nur biefen einen SBert bon x, ttjeld^er ber ©leid^ung ax -|- b = 
genügt; benn gäbe e§ nod^ einen jmeiten x', fo mü^e aud^ ax'-|-b = 
ober, menn man biefe bon ber obigen fubtral^iert, a(x — x') = fein, tüorau§ 
bie ©leid^l^eit bon x unb x' folgen mürbe. 

cttTuwi 3abc , a^b^ , (2a + b)b2x . , bx 

©etf„teIL 7qnb + (aTbF+ a(a + b)^ -:^3xe + -. 

Sluflöfung. SKuItipIijiert man bie ©leic^ung mit bem Hauptnenner 
a(a-[-b)^r bringt bie ©lieber, meldte bie Unbefannte afö gaftor entl^atten, 
auf eine ©eite, fo er^ött man 
3a2bc(a + b)2 -f- a^b^ = 3acx (a + b)« 4-bx(a + b)3— (2a + b)b2 (a+b)x 
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ober, menn man bic gemcinfamcn gaftoren obfonbcrt, 

aab[3c(a + b)2-f-abj = x(a + b)[3(a + b)2ac + b(a + b)2— (2a + b)b2] 

unb, tüenn man in ben beiben legten ©ücbcm bcr .klammern rcd^tS bte 
9D?uIti))lifationen ausführt unb f)tii, 

aH[3c(a + b)«+ab] = x(a + b) [3 (a + b)2ac + a2b]; 

_ ab[3c(a + bf + ab] _ ab 
roiguc? X — (a _^ ^)a [3c(a+b)2 + ab] ~ a + b ' 



8etf»licl 2. 2yx + a + yx — b = y9x + 4a— 5b. 

Sluflüfung. Duabriert man bic ©Icid^ung, l^cbt unb ifoUert i 
ergcbcnbc SBurjel bon bcn übrigen ®Iicbcrn, fo erl^ält man: 

4x + 4a+x — b + 4y(x + a)(x — b) = 9x + 4a— 5b, 



4y(x + a)(x — b)=:4x — 4b, 
y(x + a)(x — b) = x — b 
unb, menn man nod^mate quabricrt, l^cbt unb orbnet, 

x^ -f- ax — bx — ab = x^ — 2bx -|- b^, 

a-j-b 

3(nmerfung. irrationale ©tcid^ungen, roie ©eifpid 2 eine bietet, finb 
flctS l^ö^eren ®rabe§. 2)ie l&ier gefunbenc Söfung ift nur eine, freilid^ bie 
einjige enbtid^e. 

B. S(uf(9fung ber in Morien gegebenen Gleichungen burc^ bie 
anolQfifc^e Wef^obe. 

§75^ 

3)ie ©Icid^ungen merbcn angemcnbet, um aui^ einer in SQSorten ge* 
gebenen, mc^r ober weniger jufammengefe^ten SJcr!nüpfung mehrerer Orößen 
miteinanber bie eine burd^ bie anberen au^jubrücfen. Snx 93Ubung ber 
©leid^ung aug ben gegebenen Sebingungen ber 9lufgabe bienen folgenbe 
SRegeln: 

1. Sßan ermittele bie Unbelannte unb bejeid^e fic mit einem ber brei 
legten Suc^ftaben beg atlp^abet§. 

2. SRan fud^c bie beiben ©rö^cn auf, meldte einanber gleid^ gefegt 
werben ober in einer gemiffen Sejiel^ung fte^en joHen. (SieyuS ber 9lufgabe.) 

3. SRan fud^e biefe ®rö§en mat^ematifd) baräuftettcn unb brüdfe baju 
bie Sejie^ungen jwifd^en ben ®rö§en ber Aufgabe, meldte in il^r in SBorten 
gegeben finb, mittete ber befannten unb unbcfannten ©rö^en burd^ mat]^e== 
matifd^e Se\6)tn auS. hierbei ift ju bead^ten, ha^ man bie Unbefannte 
ebenfo in JRed^nung jiel^t, al§ märe fie befannt, unb baß alle gleid^* 
artigen ®rö§en gleid^namig ju mad^en finb. (©eftimmung ber gleid^ ju 
fe^enben @rö§en.) 



Digitized 



by Google 



112 ^(uflöfuttg ber ht SBorten gegebenen ©leid^ungen burd& bie anal^tifd&e SWet^obe. 

4. aWan fe^e bie fo beftimmten ®rö§en einanber gleid^. (Silbung ber 
©Icid^ung.) 

9)etf)iiet SSertaufc^t man in einer jiüeijifferigen ßal^t, beren Duer* 
fumme 8 ift, beibe Siffci^n; fo erholt man eine S^% lüeld^e um 10 größer 
tft at§ ba§ 3)ot)t)ette ber erften ßa^t. SBie Reifet bie ga^I? 

1. einfü^rung ber Unbefannten: S)ie erfte ßiffer fei x, bann ift bie 
^roeite (8 — x). 

2. ©rmittetung ber gteid^jufe^enben gölten: S)ie 3^^! mit umgelel^rter 
3iffernfolge ift gteid^ ber bo))petten erften Qa^ t)ermel^rt um 10. 

3. Seftimmung berfelben: 2)ie 3^^^ "tit umgefel^rter 3^ff^^^"fot9e ift 
10(8 — x) + x = 80 — 9x, hk erfte 3a^I ift lOx-f 8 — x = 9x + 8, 
ba§ um 10 t)erme^rte SDop})ette ber erften 3a^t 2(9x-f 8) + 10. 

4. Silbung ber ©lei^ung: 80 — 9x = 2 (9x -f- 8) + 10, alfo x = 2. 
(grgebni^: S)ie erfte 3iffer ift 2, bie jiüeite 6, bal^er bie gefud^te 

Saf)l 26. 

§76. 

3ur ^ufftellung ber ©teid^ungen für bie befonber§ im bürgerlid^en 
Seben unb aud^ fonft t)or!ommenben lüid^tigften ®ruppen bon Stufgaben leiften 
folgenbe Semerfungen unb ©ö^e gute S)ienfte. 

1. S^^^^^^^^^^i- aSejeid^net k ba§ Sat)itel, z bie 3ittfßn berfelben ju 
p ^ßrojent in t '^af)xtn, fo ergeben 

100 e^ in 1 S- P ^ 3infen, 

1 ^ m 1 ^. TTTK *^t 

kpt 
k .^ in t 3. r-^ ^ 3infen, 

fow ^p ^=w' *^=^T7' *=^^' ^=^r- (»*) 

^(nmerfttttg. SKan unterfd^eibet in ber ^ßrayi^ fälfd^lid^ brei 9{rten ber 
^rojente: 5ßrojente bon ^unbert, 

5ßrojente auf §unbert, 
Sßro^ente in ^unbert, 
je nad^bem man bie 3i"f^^ P ouf ein ^a))ital öon 100 J^, bon 100 -[-Pa-^ 
ober bon 100 — pi ^ Bejiel^t. 

Stauft jemanb für 80 J^ unb berfauft ju 100 J^ unb fagt, er l^abe 
20 5}Jrojent gelüonnen, fo ^at er ^ßrojente i n ^xmbert gemeint, b o n ^unbert 
finb ^ 25 ^rojent. S^auft er für 133^ unb berfauft für 100 Ji, fo ift 
fein SSerluft 33-|^ ^ßrojent a u f ^unbert., ö o n ^unbert finb e§ 25 ^JJrojent. 
®§ befte^t alfo bie ©teid^ung 

P Pi ^ Pa 

100 100 — Pi 100 + pa 
unb bie Ungleid^ung 

Pi< P <Pa 
20<25<33i. 
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»cif^iicL ®n ^aufmonn ^at 1000 ^ ju 6 ^ßrojent, 2500 Ji ju 
5 ^ßrojcnt 3000 c^ ju 4 5ßrojent auSfte^en. Um einen SBed^fd 5U bedEen^ 
fünbigt er am @nbe be§ %o^xt% einen Seil be§ Sapitafö nnb fielet, bn§ er 
Dom SRefle biefetben 3^^!^" ^^^ friil^er bejie^en lüürbe, menn er alle bret 
Kapitalien ju 5 ^ßrojent auSIei^t. SSie gro§ ttjar ber SBed^fel? 

3(uflöfnng« eingenommen, ber SBed^fel \)^t x Jk betragen, fo muffen 

bie jä^rlid^en ^\v\z\i be§ um x e>^ üerminberten ®efamtfapital§ ju 5 5ßro:= 

jent gleid^ ber ©umme ber '^\xi\txi im erften ^oijtt fein. ®ie ^\vC[t'^ be§ 

(6500 xV5 

um X Ji berminberten Sfapital§ finb aber ^^ ^ — Ji, bie ©efamtjinfen 

. ., ^. /1000.6 , 2500-5 , 3000. 4\ ^ .,,..,, ... 

tm erften ^a^re^^^^^ ^ ~IÖÖ ^ ~lÖÖ~j ' ^^^ ^^ ^ "^"" 

®Ieid^ung 

1000 . 6 + 2500 . 5 + 3000 • 4 = (6500 - x) 5, .-. x = 400. 

2. i^tötotttted^ttung. Sejeid^net b bie Sarfumme, s bie nad^ t ^af)xm 
5u ja^Ienbe ©d^ulbfumme, d ben ju p 5ßro5ent bered^neten S)i§font, fo ift 

(a) 8 = b^d, (99) 

ferner ber 2)i§!ont auf 100 (da) gleid^ ben S^^\^^ ber 93arfumme, ber im 
bürgertid^en Seben üblid^e S)i§font in 100 (di) (3tabatt) gleic^ ben ginfen ber 
©c^ntbfumme, alfo ^ 

(ß) ä. = ^^ ^i = W ^^^^ 

SScifJiicL ©ine ©d^ulb bon 2420 J6 mirb gloei äRonate bor bem 
3a]^Uing§termine unter STnred^nung bon 5 ^rojent 3>i§!ont auf 100 bejaljtt. 
aSie grog ift ber S)i§!ont unb bare S53ert? 

^(ufiiifung* eingenommen, ber bare SBert fei x J^, fo ift ber 2)i§font 

X • 2 • 5 
flleid^ ^r.r. ^^f folglid^ erl^ölt man nac^ (a) bie ©leid^ung 

x + ^^^ = 2420, x=r2400. (Srgebnig: 2400 Jg. 

3. @ctoinn= nni SJcrluftrcd^nunfl^ Se^eid^net e ben ©infauföpreig, 
V ben S3erfauf§prei§, g ben ju p ^rojent beregneten ©eminn, s ben Ö>6)ahtn 
ober SSerluft fo ift 

(cf) v = e-\-g, v = e — s, (100) 

ferner ber ®eminn b^tü. ber S?erluft gleid^ ben jä^rlid^en Bi^^fc" ^c^ ®in= 
fauf§preife§, alfo . 

« ?}=w »««•) 

4. 9Kifci^migörcc^n«nfl* 3)ie ®Ieic^ung erl^ält man mit Stnmenbung be^ 
©a^e§: 2)ie in ber SRifd^ung enttjaltene 9Kenge an Silber unb ®olb ober 
ber ^rei§ ber äßifd^ung ift gleid^ ber ©umme ber in ben aSeftanbteilcn ent:= 
()aftenen üOJengen an ®olb, ©über ober i^rer greife. 

ScifpicL Sentönb mifc^t jmei Sorten einer SBare, öon benen 1 kg 
21 ^ bjm. 15 ..^ foftet. SBieöiel mu& er bon jeber ©orte nef)men, um 
12 kg einer SRifd^ung ju erl^alten, bon lücld^er 1 kg 16,5 ^ foftet? 

Äam6r^ = X^acr, Strit^mct». 37. Stufl. 8 
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Sluflöfung* angenommen, er nel^me ijon ber erften ©orte x kg, banit 
nimmt er bon ber jiüeiten ©orte (12 — x) kg; e§ foften nun x kg: 21 x Jt, 
(12 — x) kg: (12 — x) . 15 A, atte 12 kg; 12 • 16,5 Jg = 198 J(>] folg- 

^^^ ^^^ 21 X + (12 — X) 15 = 198; X = 3. Söfung: 3 kg. 

5. äJetteilungd^ nbet ©efettfd^aftörec^ttung* 2)ie ©ieid^un^ ergibt fid^, 
iüenn eine ©umme nad^ gegebenen SJerl^dltniffen geteilt mirb, burd^ ben ©afe, 
baß bie ©umme ber 3:eile gleic^ ber ju teilenben ©umme ift; unb toentt 
bei einem gcfd^öfttid^en Unternel^men ber ©etoinn ju teilen ift, fo ber^alten 
fid^ bie Slnteile ber babei beteiligten 5ßerfonen mie bie auf bie geitcinlieit be«= 
jogenen ©inlagen. 'S^obti mirb angenommen, ba§ k »^ auf n äRonate mit 
k • n e^ auf 1 3Konat gleid^mertig finb. 

»dfliteL 21000 J6 fotten unter A, B, C, D nac^ bem SJer^Itniffe 
bon 3:4:5:8 geteilt toerben. SBtebiel SRarl erhält jeber? 

Sbtflüfmtg. Sfngenommen, A erl^alte 3x ^, bann erhält B:4x, 
C: 5x, D: 8x e^, unb ha bie ©umme gleid^ 21000 J(> ift, finbet man bie 
©leid^ung 

3x + 4x4-5x+8x = 21000, x=1050, 
folglid^ erhält A: 4150 A B: 4200 J6, C: 5250 J6, D: 8400 Jg. ©ottten 

fid^ bie Stnteile bon A unb B toie 2:3, bie öon B unb C mie 4:5, bie 

3 
öon C unb D mie 6 : 7 berl^atten, fo mürbe, menn A: 1 ^ erl^ält, B: — , 

C: -^--7, D: ö'T-ß -^ ermatten, alfo menn k\ y. Jh erhält, B: — , 

.^ 15 X _ 105x 

C: -^— , D: —7^- Jt erhalten, 
o 4o 



@§ mürbe \\&j alfo \!i\t ®leid£)ung 

. 3x . 15x . 35x 



: 21000 



' 2 ' 8 ' 16 
ergeben, au§ toeld^er x==:3200 folgt. ®§ mürbe alfo 

A: 3200 Ji, B:4800 .^, C: 6000 Jb, D: 7000 Jk erhalten. 

6. äSetoegttngi^auf gaben. Sejeic^net c bie ©efd^minbigfeit, b. i. bie in 

ber B^itciw^cit burc^laufene ©trerfe, fo ift bie in t ßeiteinl^eiten burd^laufene 

©trecfe 

s s 

8 = et, \>af)tx c = -, t = -. (101) 

T C 

Su bem SlugenblidEe ber Säegegnung jmeier S!örper ift bie ©utfernung 
ber Drte, t)on meldten fie auggel^en, gleid^ ber ©umme ober S)ifferenä ber 
burd^laufenen SBege, je nad^bem fie in entgegengefe^ter ober in berfelben 
SRid^tung fi^ bemegen. 

93etf)iieL SBiebiel Sßinuteu nad^ 3 U^r mirb ber große 3^^9^^ ^^^cr 
U^r jum erften SKale ben f leinen beberfen? 

Slnflöfung. Snx Qtit ber Sebectung ift bie SDifferenj ber SBege, meiere 
ber große unb f leine öliger surüdEgelegt ^ben, gleid^ einem Viertel ber 
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^eril)l^erie. ©efet man bie 5ßerip^erie glcid^ p, fo ift bet SBeg beg großen 
^eigerö in einer SRinute gleid^^, ber beg Keinen St\qtx§^ =|^, unb mcnn 

ftd^ bie beiben Sti^^x x äRinutcn nad^ 3 U^r treffen, fo finb bie in x SBiinuten 

px px 

t)on i^nen jurüdgelegten SBege |^ unb ^; folgtid^ ergibt fid^ bie ©leid^ung 

1^ - ^ = |. X = 16,^. ergebniS: 6^^ SRinuten. 

Slttmertttttg« S3ei Aufgaben über ben 3lu§f(u§ bon gtüffigfeiten au§ 
«inem Se^dlter mirb ber Sn^ßÜ be§ S3e^ätter§ otö ^ilfggröfee eingeführt, unb 
an bie ©tede ber ©efd^minbigfeit tritt ber Subifin^alt ber Süiffig!eit, meldte 
<iu§ einer fRöl^re in ber B^it^i^^^^W fliegt. 



3. Kapitel, ^on ben ^tei^ungsf^ffemen bes erften ®rabes mii 
ivoei nnh mef)texen Unbekannten. 

A. ®Id(^ttngcn bes erffcn ®rabcs tnif jtoci Unbcftannfen* 

§77. 

©nt^ött eine ©leid^ung jtüei Unbe!annte, fo gibt eg für jeben SBert ber 
«inen Unbefannten einen SBert ber anberen, meld^er ber ®leid^ung genügt. 
S)urd^ eine ®leid^ung finb bal^er jmei Unbelannte nod^ nid^t beftimmt. 

Aufgabe« 2lu§ 5mei boneinonber unabhängigen, einanber nid^t miber- 
jpred^enben ©leid^ungen erften ®rabe§ hit beiben in il^nen borfommenben 
Unbefannten 5U beftimmen. 

Stnflüfuttg« S^be§ ©Aftern 5meier Gleichungen be§ erften Orabet mit 
^tt)ei Unbefannten fann nad^ ben im erften Sapitet angegebenen ^Regeln auf 
biegorm ^^ ^^^j^j^^y^j,^ 

(2) a2i»4-&2 2/ = fe2 ^ ^ 

cjebrad^t merben. Um ou§ beiben (Steid^ungen eine ©leid^ung mit einer Un= 
befannten (bie @timination§gIeid^ung) ju finben, mug man eine Unbe:= 
lannte eliminieren, ©a^u bienen brei SSerfat)ren. 

!♦ 2)ie Subfttttttioni^metl^obe bertoenbet ben ®runbfa^: „®Ieic^e§ fann 
man für ®Ieid^e§ fe^en." SRan beftimmt ben SBert ber ju etiminierenben 
Unbefannten (y) au§ ber einen ®Ieid^ung, inbem man x afe befannt annimmt, 
fe^t ben gefunbenen SSert in bie anbere ®Ieid^ung ein unb bered^net au§ 
biefer ben SBert ber jmeiten Unbefannten (x). hierauf fubftituiert man ben 
^ert bon x in ©leid^ung (1) ober (2) unb bered^net ben SBert t)on y. ©0 
erl^ält man: 

kl — ai x , , kl — ai x , fei &2 — ^2 &i 

y= r f a^x + ba = k2, x: 



bi ' "^ ' bi ' «1 &2 — «2 &i 

kib2 — kgbi , , , «1^2 — «2 fei 

ai b2 — a2 bi ff 1 02 — ai bi 



(102*) 
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2^ 2)ic ^ombinationi^metl^Qbe Dcmenbet ben Orunbfa^: „©inb ämcl 
©rögcn einer brüten gleid^, fo finb fie einanber gleid^." SRan bered^net hen 
3Bcrt ber }u climinierenben Unbefanntcn (y) an§ beiben ©leid^ungen, fe|t 
bie gefunbenen SBerte einanber gleid^ unb er^dtt: 

kl — aix k2 — a2X , ^, ^ kib2 — k2bi 

bi b2 ai b2 — a2 bj 

fcx. : ci ^ L ^1 — ^1 y ^2 — b2 y * ' ai k2 — a« ki 
®benlo finbet man x = =• : — ^-^, y^^ 



ai a2 * ai b2 — a2 b 



3* ®ic Stbbittoni^metl^obe bemjenbet ben ©runbfa^: „®leid^e^ ju ®Icid^em 
abbtert gibt ®Ieid^e§." SRan mnltipnjiert beibe ®(eid^ungen mit fotd^en 
ßa^Ien, ba§ bic ^oeffijienten ber jn eliminierenben Unbefannten einanber 
entgegengefe^tgleid^ berben, unb abbiert bie erl^attenen Oleid^ungen. ©o er^ 
f)ätt man bie ©iminationggleid^ung, au§ meld^er man ben SBert ber anberen 
Unbefannten bered^net. SRuÜipü^iert man bie erfte ©leid^nng mit — a2, bie 
jmeite mit +ai, fo ergibt \iä): 

— ai a2 X — a2 bi y = — a2 ki , 

- f- ai a2 X -f- ai b2 y = + ^1 ^2> 
y (ai b2 — ag bi ) = ai kg — a2 kl . 
?(l^nli(i^ erl^ält man burd^ Elimination bon y bie anbere ©liminationSgleid^ung: 
-f ai ba X -f bi b2 y = + b2 kl, 

— a2 bi X — bi b2 y = — bika, 
x(aib2 — aabi) =b2ki — bik2. 

ße^rfa^ t. SSertialten fid^ bie brei befannten ©röfeen ber einen Qe^ 
gebenen ®Ietd^ung ttjie bie entfpred^enben befannten ®röfeen ber anberen 
©leid^ung, finb olfo bie Oleid^ungen nid^t unab^öngig öoneinanber^ 
fo finb bie SBerte ber Unbefannten unbeftimmt. 

^mü^. 9lu§ ber ^Proportion ai : bi : kj = a2 : b2 : ka folgt 
ai b2 = bi a2 r ai ba — a2 bi = 0, 

ai k2 = a2 kl , ai k2 — a2 ki = 0, 

bi k2 = b2 kl, bik2 — ba ki = 0, 

Da^erx = -, y = ^. 

ße^rfö^ 2. Sier^alten fid^ bie Soeffijienten ber einen ber gegebenen 
C^teid^ungen tüie bie entfpred^enben Äoeffiätenten ber anberen, nid^t aber 
loie bie auf ber redeten Seite fte^enben ®röfeen, fo tüiberfpredEjen bie 
(Sleid^ungen einanber. 

9mti^. 3ft a2 = mai, fo folgt, ba ai:a2=bi:b2 fein fott, aud^ 
l)2 = inbi, aber ka^mki; ba^er ge^en ®Iei^ung (1) unb (2) in bie fot 
genbeu über: 

maix-f-mbiy = mki, maiX -|-mbiy =:k2, 

meldte, ba k2 ungteid^ mki ift, einanber ttjiberfpred^en. 
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Se^rfa^ B. Slufeer ben für x unb y gefunbenen aBerten (x^, y^) 
gibt e§ nid)t nod^ ättjei anbere öon jenen öerfd^iebene SBerte, tüeld^e ben 
<SIeid^ungen genügen. 

^tmi^. SBären xa, y2 fold^e SBerte, jo l^ötte man: 

aixi + biyi = kl agXi -f- bgyi = kg 



aiX2 + biy2 = kl 02X2 = b2y2 = k. 



2 



ai(xi — X2) + bi(yi — y2) = 0, a2(xi — X2) + b2(yi — 72) = 0, 

tDoS unmögtid^ ift, menn bte gegeBenen (Sfeid^ungen boneinanber unabhängig 
finb unb einanber nicfit miberfpred^en. 

B. ©efcrmtnanfen* 

§78. 

(Ml&ruttg. ®ie aScrbinbung aiba — a2bi, metd^e bei ber Söfung ber 
^Icid^ungen (1) unb (2) auftrat, Reifet bte Determinante jmeiten Orabet 
i)er bicr ©lemente ai, bi, a2, b2. ©ie tt)irb au§ bier Elementen gebilbet, itjeld^e 
in jmei geilen (^oriäontalrei^en) unb jtnei ©patten (SSertifatreil^en, (Staffeln) 
georbnet finb. ®ie ©lemente ber einen 2lrt bon JRei^en werben burd^ 95ud^== 
ftaben (a, b), bie ©temente ber anberen 9(rt bon Steigen burd^ 3nbije§ (1, 2) 
unterf^teben. @o entfte^t ba§ quabratifd^ georbnete @l)ftem ber bier Gtemente 

ai bi 
a2 b2, 
in loeld^em bie ©lemente ai b2 bie ^au^)tbiagonaIe, a2 bi bte 9?ebenbiagonaIe 
fcUben. 

Unter ber Determinante jmeiten ®rabe§ berftel^t man bie atge^ 
braifd^e ©umme ber ^robufte, tneld^e man erhält, njenn man in bem qua:= 
t)ratifd^ georbneten ©^fteme ber bier Elemente a\i^ jeber B^ilc «"b Spalte 
je ein ©lement at§ gaftor nimmt, bem 5(Jrobufte au§ ben in ber ^aupU 
t)iagonaIe fte^enben ©(ementen ba§ pofitibe SSorseid^en, bem anbern 5ßrobufte 
t)a§ negatibe SSorjeid^en gibt. Die Determinante aiba — a2bi n)irb be- 
^eidf)net mit 



1>2 ober 






ober (a h) ober («i Ö2). (103) 



@rf lärnttg. Die Determinante britten Orabet mirb au§ neun Elementen 
^ebilbet, meldte in brei Briten unb brei ©palten georbnet finb. Die ©temente 
t)er einen Strt bon Steigen, ber 3^^^^^^^ merben burd^ Sud^ftaben (a, b, c), 
bie ber ©palten burd^ Snbije^ (1, 2, 3) unterfd^ieben. ©0 entfielt ba§ 
quabratifd^ georbnete ©^ftem ber neun Elemente 

ai bi ci 

a2 bo C2 

»3 bs C3, 

in metd^em bie ßlemente ai b2 C3 bie ©auptbiagonale bilben. 
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©etemtmanten. 



Unter ber Determinante britten ®rabeg berftel^t man bie alge- 
iraifd^e ©umme ber 5ßrobu!te, meldte man erl^ölt, mcnn man in bem qua^ 
bratifd^ georbneten ©^ftemc ber neun ßtemente aug jeber ©palte unb 3cile 
je ein ©lement als gaftor nimmt, bem 5ßrobufte au§ ben in ber §aupt= 
biagonale ftel^enben ©tementen bag pofttiöe aSorjeid^en unb je jmei ^robuften,. 
bie ein ©lement gemeinfam l^aben, entgegengefe^te SJorjeid^en erteilt. ©^ 
ift ba^er bie Determinante be§ obigen ©^ftemS: 

«102^3 dibsth + €^2 03^1 €l2biCs + €3t3&lC2 «3 02^1 ; 

fte mirb 6eäeid^net mit 

I «1 &1 Ci 



ta^ 



^ 



^ 
X ^ 



x:x 



\ 



1>3 ober I «2 &2 c*2 ober (aftc) ober {a\ 62 Cs). (104) 

«3 03 ^ 

SRed^anifd^ bilbet man bie Determinante nad^ ber 
©arru^fd^en Siegel (bgl. nebenftel^enbe gigur). 

Durd^ Silben ber Determinanten ergibt fid^ fofort 
bie 9iid^tigfeit folgenber ©ö^e: 

Sel^tfa^ 1* Die Determinante Dg bel^dtt benfelben 
SBert, menn man bie Seiten 5U ©palten unb bie ©paltea 
ju 3eüen mad^t. 



.x^ 



^ 



ai bi Ci 




ai a2 as 


02 b2 C2 


= 


bi b2 bs 


as bs C3 




Ci C2 C3 



(abc) = (l,2,3); 



£el^rfa^ 2^ Die Determinante Ds erholt ben entgegengefe^ten SBert^ 
inenn mon jmei ^ßaraHelreil^en (Seilen ober ©palten) miteinanber bertaujd^t. 

(abc) = — (acb). (105) 

Folgerung 1^ @ine Determinante Dg, in metd^er bie entjpred^enbeit 
Elemente jmeier ßeilen ober ©palten einanber gteid^ finb, ift gleid^ 9?ull. 
(?tu§ D3 = — D3 folgt D3 = 0.) 

(abb)=:0. (105*) 

Sel^rfa^ 3* Die Determinante D3 mirb mit einer ga^t multiplijiert 

ober bur4 fte biöibiert, inbem man bie ©lemente einer ßeUe ober ©palte 
mit il^r multipliziert ober burd^ fie bibibiert. 

m(abc) = (ma,b,c). (106) 

^Igentttg 2^ ®ine Determinante D3, in Ujeld^er bie entfpred^enben 
©lemente jmeier geilen ober ©palten proportional finb, ift gleid^ 9?uÖ. 

Setoetg« 9Wit 9(nmenbung üon S. 3 unb g. 1 folgt 



= 0. 



£el^rfa^ 4* ®ine Determinante, in ber alle Elemente einer Steige öer:= 
)d)tt)inben, ift gleic^ SWutt. (abO) = 0. (106*) 



ai bi Ci 




ai bi ci 


mai mbi mci 


= m- 


ai bi ci 


a3 b3 Ca 




as b3 C3 
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§79. 
Sel^tfa^ 5* ©timmen jtoci 3)eterntinantcn in jtüei ©taffcin übereilt, 
\o er^tt man i^re (Summe auS einer britten Determinante mit benfetben 
jmei ©toffcln unb ber Summe ber ©lemente ber britten ©taffet al§ britte 

®*^^^'- (abc) + (abd) = (a, b, c + d). (107) 

Setoeti^ burd^ 2lu§red^nung ber S)eterminanten. 

£e^rfa^ 6^ 3)er SBert einer S)etermtnante bleibt ungednbert, menn man 
§u ben Elementen einer ©taffet bie ©lemente einer anbcrn ©taffet (muüipli:» 
jiert mit einem beliebigen aber für aUe gleid^en gaftor) abbiert. 

(a + kb, b, c) = (abc). (107*) 

»ettieii^. (a + kb, b, c) = (abc) + (kb, b, c) ßf. 5. 
(kb, b, c) = 0. 2f. 2, golg. 2. 



C. ®Ict(^ungen bcs erffen ®rabes tnif bm unb mehreren 
iinbeftannfen« 

§80^ 

Slnfgabe« 3lu§ brei boneinanber unabhängigen, einanber nid^t n)iber== 
fprec^enben ©leid^ungen be§ erften ®rabe§ mit brei Unbefannten bie SBerte 
bcrfelben ju bered^nen. 

Suflüfung 1^ Sei>c^ ©9ftem bon ®Ieid^ungen mit brei Unbefannten 
lägt fid^ auf bie gorm 

(1) aiX-\-bi0^CiZ = ku 

(2) a2i3t? + &22/ + C2i5f = fc2f 

(3) a3i» + *32/ + ^^==*3 
bringen. Um au^ benfetben bie SBerte ber Unbefannten ju beftimmen, eli^ 
miniert man nad^ ben SRet^oben bon § 77 bie eine Unbefanntc, entmeber 
au§ ben ®leirf)ungen (1, 2) unb (1, 3) ober au§ (1, 2) unb (2, 3) ober 
au§ (1, 3) unb (2, 3) unb bered^net auS ben erl^altenen jmei ®Iimination§^ 
gleic^ungen bie SBerte ber beiben anberen Unbefannten, l^ierauf ben SSert ber 
erften Unbefannten burd^ ©ubftitution ber erhaltenen SBerte in ®Ieid^ung (1), 
(2) ober (3). 

Slttflüfmtg 2. SRetl^obe ber Determinanten. 
9Kan bilbet au§ ben SJoeffi^ienten ber Unbefannten eine Determinante 
unb berfö^rt nad^ folgenbem ©d^ema: 



ai bi Ci 
a2 b2 C2 
as bs cs 



aix bi 
a2X b2 



Cl 
C2 



asx bs Cs 

aix + biy + ciz bi Ci 

a2x4-b2y-[-C2Z b2 c-2 

agx-f bsy-fcgz bs Cs 





aix + biy 


bi Cl 


(Sf. 3) = 


a2X-[-b2y b2 C2 




asx-f bgy bg Cg 




kl bi c, 




(Sf. 6) = 


k2 bä 02 

ks bs Cs 





(2f. ö) 
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©Icicftungen bc§ crftcn ®rabc8 mit brci llnbefannten. 



Sllfo ift 

x = (kbc):(abc) 
y (abc) = (a, by, c) = (a, ax + by, c) = (a, ax -f- by -[- cz, c) = (akc) 
y = (akc) : (abc) 
z = (abk):(abc). 
^er SBert jeber Unbefannten ift atfo gteid^ einem Studie, beffen 9?enner bic 
Determinante ber neun Soeffijienten ber brei Unbefannten ift, unb beffen 
Saldier erhalten njitb, inbem man für bie Sfoeffijienten ber gefud^ten Unbe* 
fannten bie entfpred^enben, auf ber redeten ©eitc ftel^cnben ©rögen fe^t. 

(Folgerung« ®ie SBerte bon x, y, z ^ören auf, beftimmte enblid^e ®röBen 
5u fein, menn bie Determinante ber neun Jfoeffijienten gleid^ ShiH mirb. 

£e^rfa^ 1. SSer^atten fid^ in bem ©^fteme ber brei gegebenen (Sleid^ungen 
bie befannten ®rö§en einer ®teid^ung mie bie entfpred^enben befanntcn ®rö§en 
einer jmeiten (Sleid^ung, fo finb bie SBerte ber Unbefannten unbeftimmt. 

Setoeti^« Sft a2 = mai, alfo b2 = mbi, C2 = mci, k2 = mki, fo 
iDirb nad^ ©ubftitution biefer SBerte 5ufoIge § 78, g. 2: 



ai bi ci 




kl bi Ci 




ai kl Ci 




ai bi kl 


a2 1)2 C2 


= 0, 


k2 b2 C2 


= 0, 


a2 k2 C2 


= 0, 


a2 b2 k2 


ag bä C3 




ka bs C3 




as ks C3 




as bs ka 



-:0, 



alfo 







z = 








Ö' ' ^0' "~0 

£el^rfa^ 2. SSerl^alten fid^ bie Soeffi^ienten ber Unbefannten einer 
®Ieid^ung mie bie entfpred^enben Sfoeffijienten ber Unbefannten einer jnjeiten 
©leid^ung, nid^t ober tüie bie auf ben redeten ©eiten ftel^enben ®rö|en, fo 
miberfpret^en bie ©leid^ungen einanber. S5emei§ entfpred^enb bem bon §77,2.2. 

£el^rfa^ 3^ 9(u§er ben für x, y, z gefunbenen SSerten (xi, yi, zi) 
gibt e§ nid^t brei anbere üon i^nen berfd^iebene SBerte für x, y, z, meldte 
ben gegebenen ©(eid^ungen genügen, menn (abc) ^ ift. 

Semeii^. SBären X2, y2, Z2 fold^e SBerte, fo erhielte man entfpred^enb 
§77, S.3.: ai(xi — X2) + bi(yi— y2) + ci(zi — Z2)=0, 
aa (xi — X2) + b2 (yi — y2) + <^ (^i — ^2)= 0, 
as (xi — X2) + bs (yi — y2) + cs (zi — Z2)= 0, 
folglid^ (xi — X2) (abc) = (0, b, c) = 0, atfo ift enttoeber (abc) ober xi — x^ 
flleid^ 3lnU. 2)a§ erftere miberfprid^t ber aSorau§fe^ung. 

Seifpiel 1- x+ y — 2z= 8 

2x— y — z =10 
3x — 2y — 2z= 9 

1 +1 —2 

= + 12 — 9 = 3 



(abc) = 



1 — 1 
-2 —2 

(k b c) = 



8 +1 —2 
10 —1 — 1 

9 —2 —2 



= 60 — 27 = 33, x = ll 
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= 36 — 15 = 21, y = 7 



1 g 2 

(akc)= 2 10 —1 
3 9—2 

1+1 8 

(abk)= 2 —1 10 

3—2 9 

SJdf^iid 2. StufgaDe. (5DöIt)=9?etto S. 122.) 
7x2 + 7x — 176 



= 65 — 50 = 15, 



^«^-Sx + 2)(x-4)(x. 
■»erben. 

£9fnng. @g fei 

7x2-|-7x — 176 



7) 



foH in feine Jeilbtüc^e jeriegt 



(x + 2)(x — 4)(x — 7) x + 2^ X — 4^x — 7 
_ a(x8— llx + 28)+b(xg— 5x— 14)+c(x^— 2x— 8) 
- (x + 2)(x-4).(x-7) 

Sic unbe!annten ®rö§en finb ^ter a, b, c. 

©offen bie ^rüc^e ibentifd^ fein, fo muffen im Q&iiUx bie Äoeffijienten 
^Uii) l^o^er 5ßotenjen bon x übeteinftimmen, olfo: 

a+ b+ c= 7 



a+b4-c= 7) ( a+b 

-IIa— 5b — 2c =+ 7[ober] lla-|-5b 

28a-14b — 8c = — 176) l— 14a + 7b 



1 

11 

-14 

7 

-7 

88 



1 1 






1 


C 




oin 1 


5 2 


= 


11 —6 —9 =3-9 


7 4 




—14 21 18 


1 1 




7 1 1 


') 


7 —1 1 


5 2 


= 


6 3 




3 


7 4 




88 7 4 




88 -1 4 


3.9-3a= — 3-81 .•.a=-3 


b + c=10 


5b+2c = 26 


1 1 , 




10 1 




52 ' 


' — 


26 2 


.-.- 3b = 2 


0:=^] 


10 — 2 = 8 


7x2-|-7x — 176 _ 3 



+ 

1 
11 _2 — 1 
14 7 2 
3 
7 11 
88 1 4 



2c = — 7 
4c = 88 



= 3.9-3 



*) 

= 3(7 — 88) 

= -3-81. 



26 .•.b = 2 



(x+2)(x— 4)(x — 7) x + 2 ' X — 4 ' x — 7 

§81. 

®ie im Vorigen ^Paragraphen bargetegtcn Wteti)ohtn Weiten baju, auc^ 
S^ficme t)on ©leid^ungen mit mel^r at§ brei Unbefannten ju löfen. @inb 

*) Die erfte ©taffcl rourbe t)on ber 2. unb 3. fubtra^tert. 

*) 3)tc erfte Seile rourbe fax imiitn abbiert. ^) ©ie mit 2 multiplizierte 
britte ©taffei mürbe t)on ber ameiten fubtra^iert. *) Die erfte unb gmeite 3eile t)er- 
taufc^t, bafür bag SJUnuSgeidpen in ber 2. ©taffei getilgt. 
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n ©leid^ungen mit n Unbefannten gegeben, unb eliminiert mon au§ einer ber 
n ®(eid^ungen in SSerbinbung mit je einer ber übrigen eine ber Unbefannten^ 
fo erhält man (n — 1) ©teid^ungen mit (n — 1) Unbelonnten. (Eliminiert man 
ferner auS einer biefer (n — 1) ©leid^ungen unb jeber ber übrigen eine jttjeite 
Unbefannte, fo bleiben nod^ (n — 2) (Sleid^ungcn mit (n — 2) Unbefannten; 
unb tt)enn man fo fortfö^rt, gelangt man enblid^ ju einer ©leid^ung mit einer 
Unbefannten. Sft bte Stnjal^I ber gegebenen ©leid^ungen Heiner al§ bie ber 
Unbefannten, fo ergibt fid^ burd^ fortgefe^te ©timination eine (Sleid^ung mit 
mel^reren Unbefannten. S^re SSerte finb nic^t beftimmt. Qux Sluflöfung. 
eines S^ftemS 'oon ©leic^uugen mit d Unbefannten finb bal^er n öoneinanber 
unabhängige, einanber nid^t miberfpred^enbe ©leid^ungen noth^enbig. 

§82: 

3n einer burd^ SBorte gegebenen ®Ieic^ung fann bie Sered^nung bom 
mel^reren Unbefannten geforbert fein. 9Kan bejeid^net fie mit x, y, z, . . . 
unb gelangt ju ben ©leid^ungen, inbem man nad^ ben in § 75 gegebenen 
Siegeln berfä^rt. S)amit bie Unbefannten beftimmt feien, mug bie Stnjal^l 
ber Unbefannten gteid^ ber au§ ben Sebingungen ber Aufgabe fid^ ergebenbem 
Slnjal^I bon ©leid^ungen fein. Überfteigt bie 9(nja^t ber abgeleiteten ©leid^ungen 
bie ber Unbefannten, fo ift bie Slufgabe eine überftimmte. SRan fann in 
biefem %aUt bie Unbefannten au§ einer auggetüd^Iten ^af)l Don ©leid^ungen 
bered^nen unb bie für fie bered^neten SBerte in bie nid^t benu^ten ©letd^ungen 
einfe^en. SBerben baburd^ biefe le^tereu (Steid^ungen ju ibentifc^en, fo ift bie 
9lufgabe lögbar; bie überjöpgen ©leid^ungen maren überflüffig. 3n getniffen 
göHen fönnen berartige überjö^Iige ©teid^ungen bon SBert fein; fie bienen 
j. 93. baju, bie unbermeiblid^en Ungenauigfeiten, meldte ftd^ bei SKeffungen 
ergeben, möglid^ft auSjugleid^en. 

SBenn bie burd^ bie Stufgabe gegebenen 95e5ie^ungen jtüeier Unbefannten 
untereinanber bon einfad^er gorm finb, 5. 93. i^re ©umme (x + y) gteic^ s. 
ober il^re ©iffererij (x — y) gleid^ d, i^r Duotient (y:x) gteid^ q ift, fo 
fül^rt man nur eine Unbefannte x ein unb fe^t bie anbere bejüglid^ gleid^ 
s — X, X — d, qx. 90?an erhält bann nur eine ©leid^ung mit einer Un- 
befannten. 



A. 3(uf(9fung bcr quabrafifc^en ®Id(^ungen. 

§83. 

SRit SSenu^ung ber Siegeln bon § 73 fann jebe quabratifd^e ©leid^ung 
auf i^re allgemeine gorm ax2 + bx + c = gebrad^t njerben. S)a§ ®lieb 
ax^ l^eigt baS quabratifd^e, bx baS lineare, c baS unabl^dngige ®tieb. 

1. Sft iu ber aUgemeinen gorm ber quabratifd^en (Sleid^ung ba§ lineare 
®lieb, alfo b = 0, fo n^irb 

c I / c 
ax2-[-e = 0, ax2 = — c, x^ = , x=±:\/ 

' st ■ a 
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Kinc fotd^e ®Ieid^ung ^ctgt eine rein quabratifd^c; fie ^at 5tüci ent- 
gegcngefe^tgleic^e SBurjeln, meldte reell ober imaginär fi«b, je nad^bent 
a unb c entgcgengefe^te ober gleid^e SSorjeid^en l^aben. 

2. 3ft in ber allgemeinen gorm ber quabratifd^en ®Ieid^ung ba§ un=^ 
abl^öngige ®ticb c = 0, fo mirb 

ax^ -f- bx = X (ax -|- b) = 0. 
®ie ®Ieid^ung tt)irb eine ibentifd^e, fottJO^I menn x = 0, atö aud^ menii 

ax + b = ober x=: mirb. @§ ift ba^er bie eine SBurjel xi = 0, 

a 

bie anbere X2 = ftetö reeK. 

a 

3. @ine quabratifd^e Oteid^ung, in meld^er bie brei befannten B^^^^it 

Don 9?uff berfd^ieben finb, Reifet eine gcmifd^t quabratifd^c. 3ur SSor* 

Bereitung i^rer Söfung bibibiert man bie aHgemeine gorm burd^ ben Soeffi- 

b c 

jienten bon x^, fo bag er glcid^ + 1 mirb, fe^t- = p unb- =q. 5)aburd^ 

a a 

nimmt fic bie gorm x2 + px + q=:0 an. 

$(uf(ia6e. ©ne gemifd)t quabratifd^e ®Ieid)ung öon ber gorm 
jß^+px + q = aufjulöfen. 

Slnflüfnttg« SKan Bringt ba§ unabhängige ®tieb auf bie redete ®tiit^ 
abbiert, um bie linfe ©eite jum Duabrat eine§ S3inom§ ju berboKftdnbigen, 
auf beiben (Seiten ba§ Duabrat be§ falben JJoeffijienteu bon x (bie qua^ 
bratifd^c ©rgönjung), jie^t auS beiben ©eiten ber erhaltenen ©leid^ung 
bie Duobratmurjel unb bringt bie belannten Sq'^^^" ^^f ^^^^ ®tiie, @t> 
erhält man: /p\2 p2 



■». = -f +1'^-«. •«•«=--f-]/x-« ('•*) 

(^olgeruttg« Sebe quabratifd^e ®Ieid^ung ^at im allgemeinen ^mei nn^ 
gleid^e SBurjcIn. 

1. ®ie SBurjetn finb fompieje Qa^ltn, wenn q pofitib unb fein abfoluter 
SBert > i p2 ift. 

2. S)ie beiben reellen SSurjeln ^aben cntgegengefe^te SSorjeid^en, totnn 



t 



^-q>|, ••• j--1>^- .•.-q>0, .•.q<Otft; 



fie l^aben gleid^eg aSorjeid^en, menn 



|>yjrP*^-q. .•.}?'> iP'^-q. .•.q>0 ift. 

3m te^tercn gatte finb beibe SBurjeln pofitib, menn p negativ ift, fic 
finb beibe negatib, h^enn p pofttib ift. 
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3. S)ic Seiben SBurjcIn finb einanber gleid^, toenn j/j^p^ — q = 0, alfo 
iP^-q = tft. 

§84. 
Se^rfa^ 1. 3n jeber quabratifd)en ®Ieid^ung öon ber gorm 
x2 + px + q==0 ift bie ©umme ber aButjeln gleid^ bem Äoeffiäienten 
t)on X mit umge!e^rtem SSorseid^en, ba§ 5ßrobu!t ber beiben ^SSurjeln 
gleid) bem unab^ngigen ®Itebe. 



gjettieiö. a?i + ^2 = - |+yiP'^-q+(- g-fl P'-q) 



P. 



(109) 



^i-^2 = -(l/i-p^-q + |)(yiP^-q-|)=-(ip^-q-iP^) 

= +«. 

t^olgentng. ©inb xi unb X2 bie SBurjeln ber quabratifd^en ©leid^ung, 
fo ift: x2 — (xi + xa) X + X1X2 = 0. 

Se^rfa^ 2. S)ic linfe (Seite ber auf 9?uü gebrad^ten quobratif^en 
^Ieid)ung x2-[-px + q = ift gleid^ bem 5ßrobufte gtüeier Sinome, 
toeld^e man ert)ölt, tuenn man öon ber Unbefannten bie beiben SSurjeln 
abjietit. 

^ttoü^. ®urd§ 2luftöfen ber Stammern ergibt fid^: 

(X — Xi) (X — X2) = X2 — x(Xi + X2) + X1X2, 

ober ha naä) S. 1, Ujenn xi unb X2 bie SBurscln ber quabratifd^en ®Ietd^ung 
f^"^ Xi4-X2 = — p, xiX2 = q ift 

x^-i-px + g = {x—Xi){x — X2\ (109*) 

ätufgabe. ®inen quabratifd^en 9(u§brucf bon ber gorm ax^ -f- bx -[- c 
in ein 5ßrobuft ju üermanbeln. 

Slufläfung. ©e^t man ax^ -f bx + c = 0, alfo x^ + — x + - = 0, f ift : 

di 8< 



<ilfo nad^ borigem Se^rfa^e: 

B. 3ttrfi(ftffi^run9 oon Oleidfungen ^9^erer (Srabe auf quabraftfd^e. 

§85. 

©inige (Sleid^ungen p^erer ®rabe, in meldten bie Unbelanntc nur in 
«iner gemiffen SJerbinbung borfommt, laffen fid^ auf quabratifd^e ®Ieid^ungen 
^urüdffü^ren, inbem man für biefe SSerbinbuug eine neue Unbefannte fef^t. 
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$(ufga6e 1* Sebe ®Ietd^ung öon ber gorm x^» + px^^ + q = 
auf eine quabratifd^e ®Ieid^ung jurüdäufütiren. 

aUtfläfttng. ©efet man x»^ = y, \o ift x^n = (^nf ^ ^2^ ^J^^> 
y^ + py + <1 = 0, ba^er, menn ji unb y2 bie SBursctn btefcr ©teid^ungen 

n^ — n — 

finb, xi = yyi unb X2= yya- 

S)a nad^ § 61 golg. für jebe n*^ SBurjet aii§ einer 3^^^ fic^ n SBurjel^ 
inerte finben laffen, fo |at bie gegebene ®teid^ung 2n SBurjeln. 

m _ 2m _ 

Aufgabe 2. Sebe ®Ieid^ung öon ber gorm yifc-\-p yx-\-q = 
auf eine quabratifd)e ®Ieid^ung äurüdjufütiren. 

2m ._ m_ /2in _\2 

«ttfläfuttg. ©e^t man yx = y, bann ift yx = [ yx) = y^, alfi> 
y^ + py + q == 0, bal^er, n>enn yi unb y2 bie SBurseln biefer Oleid^ung finb, 
xi = yi2n», xa^ya^"^. 

$(ufga6e 3. Sebe ®Ieid^ung bon ber gorm x" -f -^ + p = auf 
eine quabratifd)e (äleid^ung gurüdäufü^ren. 

ätttflSfuttg. @e^tmanxn=y, fo n)irby+-4-p=0,y2+py-(-q=0, 
ba^er, menn yi unb y2 bie SBurjeln biefer ©leid^ung finb, 

xi = yyi, X2=>y. 

^ie gegebene ©leid^ung l^at ba^er, ba für jebe n*^ SBurjel ou§ einer 
3al^t fid^ n SBurjetmerte ergeben, 2n SBurjeln. 

§86. 

QUejtprofte ®(d(^ungcn. 

®Ietd^ungen beg britten, üievten unb fünften ®rabe^, in bereu altgemeiner 
gorm je jtnei lorrefponbierenbe ©lieber, b. ^. ba§ erfte unb le^te, bag jmeite 
unb öorlefete, bo§ britte unb brtttle^te gleiche ober entgegengefe^tgleic^e ^oeffi- 
jienten ^aben, fönnen auf quabratifc^e (äleid^ungen jurücfgefül)rt tnerben. ©ine 
fotd^e ®letd^ung fünften Orabet ^at alfo hk gorm 

x5-[-ax4+bx3 + by2 + ax+l = 0. 

(Sefet man in berfelben — für x unb muttiplijiert bie erl^altene ©leic^ung 

mit x^, fo er^dlt man mieber bie gegebene ©leid^ung. SRan fd^liejst barau§, 

ha% menn xi eine SBurjel ber ®leid^ung ift, aud) — i^r genügt unb nennt 

Xi 

beS^atb fold^e ©teid^ungen rejiprofe ©leid^ungen. 

Slnfgabe !♦ ®ine rejiprofe ®leid^ung britten ®rabeg, in meld^er hk 
forrefponbierenben ©lieber gkid^e ober entgegengefe^tgleid^e^oeffiäienten ^aben,. 
aufjulöfen. 
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Slnflüfuttg. @§ feien gegeben bte ©leid^ungen 
a^ -\- ax^ + ^^ + 1 = ober oc^ + ax^ — ax — 1 = 0, 
tpetd^e, ttjenn bic forrefponbietenben ® lieber bereinigt werben, übergel^en in 
bie (Sleid^ungen 

(x3 4- 1) + ax (x -|- 1) = i^tü. (x3 — 1 ) + ax(x — 1) = 0. 

©efet man (nad^ § 47) x3+ 1 = (x + 1) (x^ — x + 1) unb x» — 1 
= (X — 1) (x2 -f- X + 1), fonbert (x -f 1) i^tv, (x — 1) ab, fo erhält man 

{x + 1) [x2 + x(a — 1) + 1] = unb (x— 1) [x^-f x (a + 1) + 1]=0, 

Olcid^ungen, tücld^e ibentifd^ merbcn, iuenn entmeber x+ 1 =0 bjnj.x — 1 ^ 
ober bte quabratifd^e gorm in ber klammer gleic^ 9?utt mirb. Sebe ber 
^leid^ungen f)ai bal^er brei SBurjelnjerte. 

Stuf gäbe 2. ®ine rejiprofe ®Ieic^ung bierten ®rabe§, in »eld^er bie 
forrefponbierenben ©lieber gleid^e ober entgegengefe^tgleid^e Soeffijienten l^aben, 
<iufäulöfen. 

Slnflüfuttg« 1. @§ fei gegeben x^ + ax^ + bx^ + ax -|- 1 = 0. 

SiPibiert man bie ©leid^ung burd^ x^ unb bereinigt bie forrefponbierenben 
^lieber, fo erl^ält man 



(x^ + i,)4-a(x+A] + ,. = 0. 



©e^t man x -| — = ;t', alfo x^ ^ — 2 =^ ^^ — ^' ^^ ^^^^^* ^^" ^^^ 

<äleid^ung: z^ — 2 + az -f- b = 0, 

«u§ tüeld^er fid^ 2 SBerte für z ergeben, ©e^t man biefelben in bie ©leid^ung 

x+- = z, fo finbet man bie bier SBurjeln ber gegebenen (Sleid^ung. 

2. @§ fei gegeben bie ©leid^ung a^ -\- aa^ — ax — 1 = 0. 

^Bereinigt man bie forrefponbierenben ©lieber unb fonbert x^ — 1 ab, f 
ex^m man ^^4 _ l) + ax(x2 — 1) = 0, 

(x2--l)[x2+l+ax] = 0, 
eine ©leid^ung, meldte erfüllt mirb, menn entmeber x^ — 1 = ift, ober 
toenn ber quabratifd^e SluSbrud in ber klammer gleid^ 9?ull mirb. @o finbet 
man bie 4 SBurjeln ber gegebenen ©leid^ung. 

Slufgabe 3. Stufjulöfen bie re^iprofe ®leid^ung 5. ®rabe§, in meld^er 
bie forrefponbierenben ©lieber gleiche ober entgegengefe^tgleid^e Socfftjicnten 
^aben. 

Stnflöfung« 1. ®§ fei gegeben tk ©leid^ung 

a^ + ax^ -{-büf^-{-bx^-]-ax-j-l = 0, 
meldte burd^ Bereinigung ber forrefponbierenben ©lieber übergebt in: 
(x^ + 1) + ax(x3 -f 1) + bx2(x + 1) = 0. 
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3)a nun (x -|- 1) in (x^-f- 1) unb in (x^-f" 1) ^"fö^^^r f^ 'fß^" ^^^ 
iinU (x -|- 1) abfonbem, unb man erl^ält 

<x4-l)[x*— x3 + x2 — x + l+ax(x2 — x+l) + bx2] =0, ober 
(x + 1) [x* + x3(a— 1) + x2(b + 1 — a) + x(a— 1) + 1] = 0. 

S)tc}e ©leid^ung mirb erfüllt, fomol^I mcnn (x-|-l) = 0, aU ani} 
lücnn ber 9lu§brucf in ber Slammer öleic^ 9?uH tottb. S)ic Sluflöfung ber- 
fclbcn ift ba^er auf eine xt^xpxott ©leid^ung bc§ 4. ®rabe^ jurücfgefü^rt. 

2. t^ntid^ lägt fid^ bte (Slei^ung x5+ ax*+ bx»— bx^— ax — 1 =0 
in bie ©leid^ung (x— I)[x4-fx3(a+l)+x2(a+b+l)+x(a+l)+l]=:0 
öcttoanbcln, i^te Söfung ift mitl^in auf bie einer rejiprolen ®Ieid^ung 4. ®rabe§ 
.^urüdgefü^rt. 

C. 69ffetne quabrafifc^er ®(d(^ungen tntf mehreren Unbehannfen. 

§87. 

S)ie quabratifd^en (äteid^ungen mit jtnei ober mel^reren Unbefanntcn, 
ju benen man aud^ biejenigen red^net, toeld^e burd^ Umformungen auf qua== 
bratifd^e (Sleid^ungen fid^ 5urüdfü^ren taffen, tüerben im aCigemeinen nad^ 
ben für bie ©leid^ungen be§ 1. Orabet mit mel^reren Unbefannten gegebenen 
Siegeln getöft. ^n bielen gdtten führen befonbere SBegc leidster jum QkU. 

1. S3ei ben quabratifd^en ©leid^ungen mit jtüei Unbefannten gelingt 
«§ oft burd^ S)ibifion ober burd^ eine anbertneite S^ombination ber beiben 
^Icid&ungen biefelben auf einen nieberen ®rab ju bringen ober eine Un^ 
befannte ju eliminieren ober eine britte einfad^ere ©leid^ung abjuleiten, tneld^e 
cn bie ©teile einer ber gegebenen (Sleid^ungen gefegt Ujerben fann. ®abei ift 
JU bead^ten (bgl. § 95, 3uf. 2), bafe ftetg teilbar ift: 

a) bie Summe ber ungeraben 5ßotenjen jujeier gal^len bon bem- 
felbcn ®rabe burc^ bie (Summe ber 30^^!^"^ 

b) bie S)ifferenj ber ungeraben ^ßotenjen jtüeier 3^^!^^ bon 
bemfclben ®rabe burd^ bie 5)ifferenj ber 3^^^^"^ 

c) bie Sifferenj ber gero-ben ^otenjen jtneier 3^^^^" bon bem== 
felben ®rabe burd^ bie Summe unb ©ifferenj ber 30^^«- 

2. ^ie ^dufigfte gorm 

X + y = a, X . y = b 

lälst fid^ ftet§ auf eine quabratifd^e ©leid^ung Don ber gorm 

t2— at + b = (110*) 

jurüdEfü^ren, bereu SBurjeln ti unb t^ je gleid^ x unb y finb. 5)enn e§ ift 
(t — X) (t — y) = t2 — t (x + y) + X y = t2 — a t + b. 
9tud^ baS Softem x — y = a^ xy = b Id^t fid^ fo be^anbeln, inbem 
ntan ti = x, t2= — y fefct unb beibe au§ ber ®lei(^ung 

f^ — at — b = 
finbet. 

SRan fann biefe ©leid^ungen aud^ burd^ Subftitution löfen. 
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*3. @e^t man x-j-y = u unb xy = w, 
fo erl^ölt man au§ bcr ibentifd^cn ©leid^ung 



(x — y)2 =r (x -j- y)^ — 4xy x — y = ±: j/u^ — 4w, ba^er 

x = |^u±:^yu2 — 4w, y = |u=F Hu^ — 4w. 

©c^t man: x — y = v unb xy = w, 

fo erl^alt man au§ ber ibcntifd^cn ©leid^ung 

(x 4" y)^ = (x — jf +4xy, x4-y=it: ^/y'^ -\- Aw, ba^er 

X = itiyv2 4-4w + |v y = zbil/v2-f 4w — -|-v. 

(£g ift ferner: 
(x iby)^ = x2 -f y2 ^3 2xy, alfo x^ + y^ = ii2 _ 2w = v^ -f- 2w. 
(x -f- yf = x^ + y3 -f- 3xy(x -|- y), cilfo x^ -f" y^ = ^^^ — ^^w- 
(x — y)3 = x^ — y^ — 3xy(x — y), alfo x^ - y3=zr v^-j- Svw. 
(x + y)^ = x4+y*+4xy(x2+y2)4-6x2y2, x^-fy^^^^— ^u^ w+2w2. 
ebenfo ftnbet man: ... . k « ■ ^ o 

X5 y5__ y5_|_ 5y3^_i_ 5 y W^ . 

gerner 

x2— y2==:(x — y) (x + y) = zfc u j/u^ — 4 w = dzvy'v^^ITw, 
x^ — y*=±(u2— 2w)ul/u2 — 4w = ±(v2 + 2w)vyv2-f4w. 

äRan tt)irb ba^er aud^ in beiben ©leid^ungen, menn bie Unbelanntcn in ben 
SJerbinbungen x^ ± y^^ x^ ± y^, x* db y*, x^ zh y^ borfommen, f ür x dz y 
unb xy bie neuen Unbefannten u ober v unb w einführen unb jene SSer^ 
binbungen burd^ fie auSbrüdfen fönnen. 

*4. ©inb in ben auf bie 5Rormatform (§ 73 2(.) gebrad^ten beiben &ltu 
d^ungen alle ©lieber ber Iin!en Seiten bon benfelben ©imenfionen (xy^, x^y^^ 
x^y bon 4 ®imenfionen), fo finb bie tinfen Seiten ber ©leid^ungen l^omogen. 

3Ran fe^t y = xz ober — =z unb erhält burd^ ®ibifion ber einen ©leid^ung 

burd^ bie anbre eine ©leid^ung mit ber einen Unbefannten z. SSiämeilen mu§ 
man bie eine ®Ieid^ung potenjieren, bamit hit ©lieber ber Un!en Seite gteid^e 

^imenfionen erl^alten. Öftere erhält man bie SSerbinbung — = z, 5. S. menn bie 

UnbeIannteninbenX?erbinbungen^^-i^, %^-^,, ^^ill^, '^l:tlL+^ 

X — y x'^ — y^ 2xy x'* — xy -\- y^ 

ufto. unmittelbar ober mittelbar gegeben finb, burd^ 9lntt)enbung ber forrefpon^ 
bierenben ^bbition (ögl. § 44). 

*5. kommen in ben ©leid^ungen mit brei Unbefannten (x, y, z) jmei 
berfelben (y, z) in ben § 87, 3 angegebenen 5Serbinbungen bor, fo fann man 
biefelben mit Senu^ung ber bafelbft aufgefteltten ©leid^ungen burd^ (yd=z) unb 
(yz) au§brüdEen, inbem man babei bie britte Unbe!annte alS befannt boraug^ 
fe^t. ^u§ brei ©leid^ungen laffen fid^ aber (y d= z) unb (yz) eliminieren, 
unb e§ bleibt nod^ eine ©leid^ung, au§ ttield^er man bie britte Unbefannte x 
bered^nen fann. 
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*6. Äommcn in ben (Steigungen mit biet Unbefonnten (x, y, z, t) 
je jlDei berfelben (x, y) unb (z, t) in ben § 87, 3 angegebenen SSerbinbungen 
öor, f fann man alte SJerbinbungen burd^ x dt y, x • y, z dz t unb z • t au8== 
brfidfen. Slug ben jur Säeftimmung erforberüd^en bier ©teid^ungen fann man 
oft leidster biefe biet SSerbinbungen bered^nen. 

§88.* 
93etf)iiel 1. @§ finb gegeben bie ©leid^ungen 
(1) (x2+y2)(x8 4-y3) = 45, (2) (x2 — y2)(x3 — y3) = 21; 

bie reellen SBette ber Unbefannten ju bered^nen. 

äbtfliifttitg« ®ibibiert man bie erfte ®Ieid^ung burd^ bie jmeite unb 
fd^afft in ber erhaltenen ©leid^ung bie 9?enner fort, fo ergibt fi(| 

21 (x2 4- y2) (x3 + y3) = 45 (x» — y«) (x» — y^), ober 

(x + y)[21(x2-xy+y2)(x2 + y2)_45(x-y)(x«-y3)] = 0. 

^ie Oleid^ung mirb für x -[- y = ibentifd^. S)er pd^ barauS ergebenbe 
aBert y = — x bringt ben Duotienten ber gegebenen ©leid^ungen auf bie 

gorm ^, genügt aber nid^t ben ®teid^ungen fetbft. gül^rt man in bem Sflammer= 

auSbrudfe bie SRuItipIifationen an^ unb fe^ty = xz, fo ge^t er über in: 

4z*— 4z8— 7z2 — 4z + 4 = 0. 

®ie ®teid^ung ift eine rejiprofe ©leid^ung 4. ®rabe§. Soft man fie nad^ 
ben gegebenen Stegein, fo erhält man 



4^+^)-^Ki)=^ 



unb , menn man z-| — = u, z^-\--^ = n^ — 2 fe^t, 

5 3 

4u2 — 4u = 15, ui = -, ii2 = — 2' 

15 1 1 

2(u§ ber ®leid^ung z-j — =^ finbet man zi = 2, Z2=5-; bie ®Ieid^ung z-| — 

Z a Li Z 

3 

= — ^ fül^rt ju imaginären SBerten. @g ergibt ftd^ ba^er yi = 2x unb 

y2 = ^x, unb inbem man biefe SBerte in (1) einfe^t, 

xi5 = l, X25 = 32, 
alfo menn man bon ben imaginären SBerten abfielt, 

xi=l, yi = 2, X2 = 2, y2=l. 
93eif)iiel 2. @S finb gegeben bie ©leid^ungen 

x5 + y&=33, x + y = 3; 
bie fämttid^en enblid^en SBurjeln berfelben ju bered^nen. 

Äatn6t^*a:^acr, «rit^mct«. 37. 8tufC. 9 
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^(uflüfung. ©e^t man xy = w, fo credit man mit SJenufeung ber 
©leid^ungen in § 87: 

243 — 135w+15w2 = 33, wi=7, W2 = 2. 
S§ ergeben fid^ bal^er bie beiben ©^ftemc: 

I. x + y = 3, xy = 7, ^ierauS x = | dz i V— 19, y = f =F|y— 19. 
II. X -)- y = 3, xy = 2, ^ieraug X3 = 2, ys = 1, X4 = 1, y4 = 2. 

SRitl^in ftnb bie SBurjeln ber ®Ieid^ung 

xi = i(3 + y=ll9), X2= 1(3 — 1/^19), X3=2, X4=l, 

yi = |(3 — y-19), y2 = i(3 + y-19), y3=l, y4=2. 

3(nmetfuU9« Sa x^ + y^ = (x -[- y) (x* — x^y -(- x^ya — xy» + y^) 
= 3(x* — x^y-|-x2j'2 — xy^-|-y*) ift, fo ^t obige ©leid^ung nur öier 
eubli^ groge SSSurjeln. 



5* Kapitel (Ssponentialgleic^ungen* 

§89. 

@tfläntng* ©ine ®Ieid^ung, tüeld^e bie Unbefannte afö ©jponent einer 
^otenj ober einer SBurjel ober al§ Seftanbteil eineS fold^en ©jponenten enthält, 
Reifet eine ©jponentialgleid^ung. 9Ran fud^t fie ju löfen, inbem man 
fie mit Slnmenbung ber $otenj, 'SSnx^tU unb Sogaritl^menfd^e auf atgebraifd^c 
©leid^ungen 5urüdEfü^rt. S)ie§ mirb immer möglid^ fein, menn bewirft »erben 
fann, bag jmei ^oten5en Don gleicher SafiS einanber gleid^ finb, ober ba^ 
bie Unbefannte nur in einer SSerbinbung (a*) Dorfommt. SRan bered^net bk\e 
unb bilbet bie Sogarit^men ber beiben ©eiten ber erhaltenen ©leid^ung. Sie 
3urü(ffü^rung auf algebraifd^e ®Ieid^ungen gelingt aud^ in bem gälte, ba§ 
bie Unbefannten in ben ©jponenten mel^rerer (Srunbja^Ien öorfommen, n?enn 
man bemirfen !ann, ba§ bie beiben ©eiten ber (äleid^ungen bie gorm öon 5ßro' 
buften l^aben, in meldten bie bie Unbefannten ent^altenben ^ßotenjen al§ gaftoren 
öorfommen. 

»eif^iid 1. diä + e }/ä + & = 0. 

^(uflöfung* ©e^t man ]/a = y, fo ift ]/a = y^ alfo 

ey^ + dy + b = 0, x = | (loga : logy •). 
SBeifjiiel 2. u = yq""^^, 8 = yq'' —yb. 

3(ufl9fuug« SRultipUjiert man bie erfte ©leid^ung mit q unb fe^t 
qx = z, fo erhält man: 

(1) uq = y.z (2) 8 = y(z — b), .•.— ^ = ^ ober z = -^-, 
^ z — b s iiq — s 

x= (log (uqb) — log (uq — s)) : logq, y = ^^\ 



SJrifliiel 3. 8}^^+'' ' b«-^*^ = c . d«x-q . 



Digitized 



by Google 



SJon ben fogenanntcn 3)iopl^anttfc^en ©leid^unflen. 131 

3(ufI9fmtg* S)urd^ ^nmenbung ber ^ßotenjfä^e erl^ält man 

X (mloga — rlogb — elogd) = logc — (nloga -|- slogb -|- qlogd). 



6. ^opiteL * ^on ben fogenannten Siop^antifc^en Gleichungen. 

§90.* 

(Srfiftntug* Unter unbeftimmten (äkid^ungen, bie aud^ unl^iftorifd^ 
®iop^antiyd)e (Sleid^ungen genannt werben, berftel^t man f old^e ©leid^ungen ober 
©^fteme bon ©leid^nngen, bei n?elc^en bie Qaf)! ber Unbelannten größer al§ 
bie ber (äleid^nngen ift. ©ie nierben burd^ eine unenbUd^e Stnja^I bon SBurjeln 
bjtt). SBurjelf^ftemen erfüllt; benn finb n ®Ieid^ungen unb n -|- k Unbelannte 
tjorl^anben, fo laffen fid^ (n — 1) Unbefannte eliminieren, unb e§ bleibt eine 
©teid^ung mit (k -|- 1) Unbelannten übrig, gebe berfelben Idgt fid^ burd^ 
bie k übrigen auSbrüden; für jeben beliebigen SSSert ieber biefer k Unbc^ 
fannten fann man ben SSSert ber (k -|- 1)*^" beftimmen, meld^er mit jenen ber 
©leit^ung genügt. 

S)te Sfnäa^I ber 3BurjeIn tpirb burd^ bie 3lnnat)me befd^rän!t, ba^ 

bie Unbe!annten ))ofitiüe ganje 3^^^^^ f^i" foßen. 

5)en einfad^ften gatt einer unbeftimmten ©leid^ung btibet eine ®Ieid^ung 
ntit 2 Unbefannten bon ber gorm ax-|-by = c, in n?eld^er a, b, c al§ 
^an^t pofitibe ober negatiöe ßa^len angenommen merben bürfen, bie leinen 
gemeinfd^aftlid^en gci^tor entl^alten; benn ^dtten a unb b ba§ gemcinfd^aft^ 
lid^e 9Ka§ m, fo müjgte, ba and) x unb y ganje B^^Ien fein f offen, auc^ c 
€ine ganje S^fjl, aI)o burd^ m teilbar fein, ^a nun jebeS gemeinfd^aftlid^e 
2Rag bon a unb b audf) ein 9Rag bon c ift fo fann bie (Sleid^ung fo um^ 
geformt nierben, ba§ a unb b teilerfrcmb finb. 

£e]^tfa^ 1* Sebe (äleid^ung bon ber gorm ax -|- by = c ^at ein 
ganjjal^ligeg SSSuräelpaar. 

9}ettiei^* 9tu§ ber ®Ieirf)ung ax -f- by = c folgt y = — 

©e^t mon nun für x bie Qdi)kn 0, 1, 2, 3 ... (b — 1), fo nnrb 

^ ^ c c — ac — 2a c — (b — l)a 
entfprec^enb: y = -, -^, —^~ . 

S)ie atefte, metd^e biefe S)ibifionen ergeben, finb aber fdmtliü^ t)on= 
einanber öerfd^ieben; benn märe g. 93. c — ka = bq -|- r, c — la = bq' -|- r, 
fo mü^te bie S)ifferenj ber tin!en ©eiten la — ka ober a (1 — k) = (q — q') b 
fein, mithin a (1 — k) burd^ b, alf o aud^, ha a unb b teilerfremb finb, nad^ 
§ 40, 2. 1, 1 — k burd^ b aufgeben, ma§ nid^t fein fann, ba 1 — k <; b ift. 

S)a mitl^in bie b 8tefte fümtlid^ boneinanber berfd^ieben finb, jeber 
3?eft <b ift, fo mug einer ber 3tefte gleidf) 9?uff, atfo ber entfpred^enbc 
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Ouotient eine gatije Qaf)! jein. g§ gibt bal^er einen Qanitn ßö^fh^ert öon 
x<b, für meldten (c — ax) : b dfo y eine ganje 3^^^ tt)irb. 

3uf^4* ®c^ 93ett)ei8 !ann aud^ entfpred^enb für ax — by = c unt> 
ax — by = — c g^f^^^^ ttjerben. 

fiel^tfa^ 2. SBenn bie SBerte x = a,j = ß\>ex ©leid^ung ax + by = c 
ober ax — by = c genügen, fo muffen axi6) im erften goKe x = a -j- nb^ 
y = ß — na, im jmeiten gälte x = a-|-nb, y = /9-(-na ber ©leid^ung, 
genügen (n eine beliebige ganje Qa^), 

ä^ettietö« Xnxä) ©infefeen ber SBerte bon x unb y in bie gegebenen 
(Sleid^nngen erl^ält man 

im erften gatte: aa -|- anb -|- b/? — anb = c, SLa-{-hß=c, 

im jmeiten gölte: aa-\-ainh — b/9 — anb = c, aa — b/9 = c, 
jtt)ei na^ aSorauöfe^ung ibentifd^e ©leid^ungen. 

§9L* 

Slufgalbe !♦ ®ie pofitiben ganjjal^Kgen SSurjelpaare ber ©leid^ung 
Sx — lly = 26 ju finben. 

3(ufl9fun9 (nadf ber Snletfd^en Wtt^oit). 9ln§ ber gegebenen (äleid^un^ 
finbet man: 

Ml±^ = , + 3 + 2l±i = , + 3 + . , =&il, Jia.., 

8u— 1 ^ , 2u— 1 ^ , 2u— 1 ^. , 

2u -| — = 2u + V, V = — - — , ^terauS 



X 



3 »3 -"!''' 3 

3v+l , v+1 , v+l ^. ^ 

11 = — ^ — =vH ^ = y-\-w, w = — ^- , ^lerauä 

v=2w— 1, u==3w — 1, y = 8w — 3, x = llw — 1. 
gür w = 1 mirb y = 5, x = 10, alfo 

x = 10 + lln=10, 21, 32, 43 

y = 54-8n = 5, 13, 21, 29 

^(ufgalbe 2* 2)ie pofitiben ganjja^ligen SBurjelpaare ber (äleid^nng 
9x-\-by = 2^ ju finben. 

9CufI9fuug« 9lu§ ber gegebenen (äleid^ung finbet man: 

23 — 9x ^ , 3 — 4x ^ , 3-~4x ^. ^ 

y = ^ = 4 — X -^ — =4 — x + u, u = — - — , l^terau» 

3 — 5u , 3 — u , 3_-u ^. 

x= — _._=_u-j _ = _u-|-v, v = -^— , ^teraug 

11 = 3 — 4v, X = 5v — 3, y == 10 — 9v. 
gür V = 1 tuirb x = 2, y = 1, ba^er 
x = 2 + 5n=:2, 
y=rl_9n=l. 

SBeitere SBertpaare für x unb y finb unbrauchbar, ha y negatib tt)irb. 
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^(ttfgalbe 3* S)ie pt)if)aQoxt\\ä)t ©Ictd^ung x^ -|- y^ = z^ aufjulöfcit. 

Sdtflüfnng« Sug ber gegcbcneti ©leid^ung folgt: 

2 2 2 ^ + >' ^ 

X z — y 

©cfet tnatt bicfe Duotientctt glcid^ -(p>q)f fo crl^ält ntatt 

z + y = -x, z — y = -x, Qlfo 

(p2j_q2)_^ (p2_q2)x 

2pq ' ^ 2pq * 

IBiefe S3rüd^e ttjerbeit ganje 3ö^Ien, toenn 

x = 2pq 
loirb. Sn biefetti gaUe toirb 

z=.p2 + q2^ y = P« — q^. 
gut p = 2, q=l toirb x= 4, y= 3, z= 5. 
gür p = 3, q = l toirb x= 6, y== 8, z = 10. 
gür p = 3, q = 2 toirb x=:12, y= 5, z = 13. 
gür p = 4, q == 1 toirb x == 8, y = 15, z == 17 ufto. 
SBiff matt für x, y, z nur teilerfrcittbc S^^fen f)aben, \o muffen p 
iinb q tciterfrcmb fein; benn l^ätten fic ein gemeinjd^aftlid^eS 9Ka§ m, fo loürben 
X, y, z ba§ gemeinfc^afÜid^e 9Ka^ m^ |aben. @inb femer p unb q un= 
gerabe, fo ergeben fid^ für x, y, z gerabe B^^Ien. @§ mu§ bal^er eine ber 
5öl^Icn p, q gerabe, bie anbere ungerabe fein. 
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1* Kapitel. QSon ber arit^metifc^en ^ei^e* 

§92. 
^rflätuufi. Unter einer SRetl^e üerfte^t man eine golge t)on Saf)Un^ 
njeld^e naä) einem beftimmten ®efe|e gebilbet finb. 3)te einjelnen ß^^^^^^ 
l^eifeen bie ©lieber ber Steige unb nierben nad^ i^rer ©teöenjal^I ba^ 

erfte, jtpeite n*^ ®Iieb genannt. 2)aö erfte ®Iieb, üon nietd^em 

man bei ber SBilbung ber SJeil^e auöget)t t)eifet baö Sfnfang^gtieb, baö- 
n*« ®lieb, lüeld^e^ äugteid^ baö SBilbungögefeg ber SReil^e erfennen läfet^ 
baö allgemeine ®Iieb. ®ne 9teil)e ift eine fteigenbe ober eine faUenbe^ 
je nad^bem bie aufeinanberfolgenben ©lieber an ©rö^e junel^men ober 
abnehmen. 

(Srtlärung. (Sine arit^metifcfie SReilie ober 5ßrogreffton ift eine 
fold^e, in toeld^er bie Sifferenj je jlDeier aufeinanber folgenben ©lieber 
fonftant ift. 2)ie fonftante ©ifferenj l^ei^t bie 3)ifferenj ber SRei^e. 

Folgerung l. Sebeö ®tieb tt)irb au^ bem öorl^erge^enben burd^ 
3lbbition ber ©ifferenj, auö bem folgenben burd^ ©ubtraftion ber ©ifferenj. 
erl^alten. 

Folgerung 2. 2)ie arit|metifd[)e SRei^e ift eine fteigenbe ober faüenbe^ 
je nad^bem bie 2)ifferenj pofitiö ober negatiö ift. 

3(ufgal6e 1. ^a^ aßgemeine ©lieb einer arit^metifd^en SRei^e ja 
finben, öon toeld^er baö Stnfangöglieb unb bie ©ifferenj gegeben finb. 

3(ufI9fuug. Sejeid^net man ba§ Stnfang^glieb ber SRei^c mit a, bie 
Sifferenj mit d, jo ift baS 

V^m„ 2*^®!., 3*«®!., ... 8*^®I., ...nt«®(. 

a, a + cl, a + 2d, ... a + 7d, ... a + (n — l)d. 
$at bie SRei^e n ©lieber, fo ift ba§ nt«®ticb jugleid^ ba§ lefete ®Iicb; 
e§ ift alfo, loenn biefe§ mit u bejeid^net mirb, 

u = a-\-(n — l)d. (111> 

Slufga6e 2. ®ie Summe ber n erften ©lieber einer arit^metifd^eu 
SRei^e ju finben, üon toetd^er ba^ Slnfangöglieb (a) unb ba§ n*« ©lieb (u) 
gegeben finb. 
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Sbtflöfttttg* Scjetd^net man bie gefud^te ©umme mit s, bie S)ifferen\ 
mit d, fo ift, ba ba§ n«®Iieb glcid^ u ift, baS (n — ly^^ ®Ueb nad^ g. 1 
gleid^ u — d, ba§ (n — 2)*« gleich u — 2d uftü. SKon erhält bal^er, je 
nad^bem man bie Steige mit bem erftcn ober n*^" ©liebe beginnt, 

s = a + (a + d) + (a 4- 2d) H ^ (u — 2d) + (u — d) + ii, 

s = u 4- (u — d) + (u — 2d) -j 1- (a -f 2d) 4- (a + d) -|- a 

ober, n)enn man beibe ®Ieid^ungen abbiert, 

2s = (a+ii) + (a + u) + (a + u)H ^ (a + u) + (a + ii), (nmai) 

c^ /IX n{a-\-u) ,^^^^ 

2s = n(a + u), 8= ^ ' • (112) 

^ie Summe ber n erften ©lieber ift ba^er gleic^ bem ^robufte au§ 
ber 3^^t ber ©lieber unb bem avit^metifd^en SKittel be§ erften unb n*«" 
^Iiebc§. 

3ttfa^ 1. S)urd^ (ginfefeen be§ 3Serte§ öon u au§ @I. (111) in ©I. (112) 
erMIt man: , ^. 

ro I / 1x^1 " I n-(ii— 1) . 
s=[2a + (n — l)d].^ = n.a-| ^^ — ^ • d. 

3ufa^ 2* gür bie n erften natürlid^en 3ö^Ien ift 

a=l, d = l, u = n, alfo s = |^ n (n -|- 1). 

gür bie n erften geraben natürlid^en 3öf)^en ift 

a = 2, d = 2, u=2n, alfo s = n (n + 1). 

gür bie n erften ungeraben ßö^Ien ift 

a=l, d = 2, u = 2n— 1, s = n2. 

3nfa^ 3» 3Kan bejeid^net mit 

j^k, 2]2k. il(2k-l), j](a + [k-l]d) 
111 1 

bie ©ummen öon ©Kebern, meldte man er^Mt, tt)enn man in baS neben bem 
Summenjetd^en fte^enbe allgemeine ©lieb für k alle SBerte bon 1 bi§ n fe^t. 
e§ ift ba^er 

^ n fn 4- 1") " " 

^= ^ ; ^ 2121^ = n(n + l), 2;(2k-l) = n^ (112*) 

1 "^ 1 1 

3ufa^ 4* 2)a au§ ben jitjei ©leid^ungen (111) unb (112) nur 5tt)ei 
Unbefanntc ermittelt merben fönnen, fo muffen \im\ ben fünf ©rögen a, d, 
n, w, s brei belonnt fein, toenn man eine ober jtüei berfelöen bered^nen mitt. 

§94. 

9}eif)lie( \. 2>^\\i)txi ^mei Sohlen a unb b foßen m ßci^fen, njelc^e mit 
jenen eine aritl^metifd^e SRei^e bilben, eingefd^altet (interpoliert) merben. S)ie 
5)ifferenä ber Steige 5U beftimmen. 
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SbtflSfnng. 2tngenommen, bic gcfud^tc ©iffcren} fei x, fo folgt au8 
(111), ba bag Slnfangggticb ber iRci^c a, baS ©nbglieb b, bie Slnjal^I bcr 
©lieber (m + 2) ift , _ 

b==a + (m+l)x, x = ^~y-^. 

©itib a unb b jtüei aufeinanberfotgenbe ©lieber einer aritl^metifd^en 

JReil^e, fo ift b — a = d, x = r-^- 

m -|- 1 

9}eif|iiel 2. S)ie (Summe aller bierjifferigen Sai)Un ju bered^ncn. 

Sdtflüfnng. ©ie 6Uben eine aritl^metifd^e SJeil^e, in loeld^er a=10^, 
u = 10* — 1, d = 1, dfo n = 10* — 10» = 9 . 10» ift, ba^er i^re 
Summe glei^ ^ (10» + 10* — 1) 9 • 10^ = 49495500. 

9}eif|iiel 3» SSon jmei um 260 km entfernten Drten gelten A unb B 
einonber entgegen, ^aöi) »iebiet 2iagen treffen fic jufammen, »enn A am 
erften 2iage 30 km, j[eben folgenben 3^ag 4 km meniger, unb B am erften 
Sage 36 km, jeben fotgenben 3 km nieniger jurfidtlegt? 

3(ufI9fun9« eingenommen, fte treffen nad^ x Sagen jufammen. ®ie bon 
A in X Sagen jurüdEgelegten 2Bege bilben eine arit]§metif(|e Steige, in metd^er 
a = 30, d= —4, n = X ift, ba^er ba^ ®nbglieb u = 30 — 4 (x —1), 
bie Summe ber SSege s = ^ x [60 — 4 (x — 1)]. S)ie bon B in x Sagen 
jurüdEgelegten SBege bilben eine arit^metifd^e Sftetl^e, in weld^er a = 36, 
d = — 3. n==xift, bal^er bag ©nbgüeb u=36 — 3 (x — 1), bie (Summe 
ber SBege s = ix[72 — 3 (x — 1)]. S)a nun bie Summe ber Don A 
unb B in X Sagen jurüdEgelegten SSege gleid^ 260 km fein foH, fo erl^ält 
man bie ©leid^ung 
x.[60 — 4 (x— l)] + x[72 — 3(x — 1)] = 520; xi = 5, xa = 14f 

9?ad^ 5 Sagen treffen A unb B jufammen. S)er anbere SBert bon x 
brüdEt aus, bag fie nod^ einmal ftc^ begegnen, nad^bem bie SHd^tung t^rcr 
aSemegung fid^ umgelel^rt l^at. 



2. Kapitel QSon bet geometrifc^en ^ei^e. 

§95. 

^tläruttg. eine geometrtfd^e SReil^e ober ^ßrogreffion ift eine 
fold^e, in toetd^er ber Quotient duö je jtoei aufeinanber fotgenben ©liebem 
lonftant ift. S)cr fonftante Quotient l^eifet ber Quotient ber 9fieit)e. 

Folgerung 1. 3ebe^ @tieb toirb au§ bem t)orl^erget)enben burd^ 
SRuttipIifation, auö bem fotgenben burd^ S)it)ifion mit bem Quotienten 
ermatten. 

Solgeruttg 2. SDie geometrifdie 9fiei^e ift eine fteigenbe ober faßenbe, 
je nad^bem ber Quotient größer ober fteiner al^ 1 ift. 
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Slttfgabe !♦ S)a§ aHgemetne ®Iieb einer geometrtfd^en 9iett)e ju 
finben, t)on toeld^er baö Slnfanggglieb unb ber Duottent gegeben ftnb. 

Sbtflöfuug« Sejetd^net man bag Slnfang^glieb mit a, ben Ouotienten 
mit q, fo ift ba^ 

a, aq, aq^, • • • • a • q', • • • aq^~^ 

^at bie iReil^e n ©lieber, fo ift \>a^ n*« ®Iieb gugleid^ bag lefete; bal^r 
ift menn man biefeS mit u bejeid^net, 

u=aq^-K (113) 

S^ttfgabe 2. S)ie (Summe ber n erften ©lieber einer geometrifd^en 
9ieil^e ju finben, t)on toeld^er baö 3lnfanggglieb (a) unb ber Quotient (q) 
gegeben finb. 

Sbtflüfung« Sejeid^net man bie gefud^te ©umme mit s, fo ift: 

8 = a-(-aq-|-aq^ -| 1- aq^"^ -|-aq'^""^, 

falgttd^ s • q = aq -j- aq^ -j \- aq^-^ -j- aq*^-^ + aq«». 

(Subtrahiert man le^tere ©leid^ung bon ber erften, fo erl^ött man: 
s (1 — q) = a — aq«^ = a (1 — (f), 

mm .^^;=f=^^. „w, 

3ufa^ 1* S)a au§ ben (älcid^ungen (113) unb (114) nur jmei Un= 
belannte ermittelt nierben lönnen, fo muffen bon ben fünf ®rö§en a, q, n, 
«, s brei befannt fein, menn man eine ober jnjei berfelben berechnen miH. 

Unter ben fid^ ergebenben 20 ©leid^ungen finb bier ©leid^ungen bom 
n^en ®rabe, nämlid^ bieienigen, nield^e q unb u burd^ a, s, n, unb biejenigen, 
tt)eld^e q unb a burd^ n, s, u augbrücfen. S)ie übrigen ©leid^ungen laffen 
fid^ nad^ ben befannten SRctl^oben löfen. 

3ufti^ 2» Summiert man bie geometrifd^e SReil^e 

an-i^ a^-2][j, a^-3b2, . . • . ab'^-^, b^^-^ 

bereu Ouotient - unb beren ©Ueber^a^l n ift, fo erhält man 
a 



a" 

s= — 



0"-'i 4(ir- 



b» — a» a" — b»^ 



b — a 



folglid^ ^"^ _^ = a^-^ + aJ^-^ h + a^-^ W -^ \- h^-K 

gür a = X, b = 1 gel^t fie über in 

^_^ = i— ^ = l + «; + i»^ + .... + a5n-i. (115) 



Digitized by 



Google 



138 3Son bcr fleometrifc^cn 9lci^e. 



gür n = 2m+l unb b = — c, atfo b'^ = — c^^+i {„ 

3^2m + l I (32m+l 

-L- = a^öi — a2ni-i . c + a2m-2 , q2 i. ^2in 

a-f- c ' ' 

gür n = 2m unb b = — c, al\o b^m = c^^, in 



a2m — c^«! 



a + , 



a2m-l s^m-2 . c _|_ a2m-3 (.2 __ 



Slufgabe« gtüijd^en jmei ßa^Ien a unb b foUen m B^^^^f iDetd^e nttl: 
jenen eine geometrifd^e SReil^c Bilben, eingejd^altet werben; ben Quotienten ber 
SRei^c ju beftimmen. 

Sluflüfung. angenommen, ber gefud^te Ouotient fei x, bann folgt 
aus (113), ba ba§ 9lnfang§glteb ber JRei^e a, ha^ enbglieb b, bie ©lieber^ 
iaf)l in + 2 ift: 

b = ax"^+i, x= V-, 

©inb a unb b jtt?ei aufeinanber folgenbe ©Heber einer geometrifd^eit 
Steige, fo ift 

b = aq, x= }q. 



§96- 

@tflfttuttg 1. (Sine Steige, beren ©lieberjal^I unenbüd^ gro§ gebadet 
merben fott, l^ei^t eine unenbtid^e Steige, halbiert man einen SIpfel, fügt 
ju ber einen ^ölfte bie §dlfte ber anberen, baju bie öälfte be§ übrig blet= 
benben SSiertelS, baju bie ^äifte be§ übrig bleibenben 9ld^tel§ unb fo immer 
fort, fo erl^ält man bie ©umme ber unenbtid^en geometrifd^en Steige 

i + i + i + rV + '-Wel, 
beren (ärenjnjert fid^ offenbar in§ Unbefd^räntte bem ganjen 9(pfel ober, 
menn man bon ber Benennung abfielet ber ®in§ nähert. 

(Srfläntng 2. Sine unenblic^e SReil^e ^ei^t fonbergent, menn bie 
(Summe einer enbUd^en Stnja^I i^rer ©lieber bei immer mad^fenber ©lieber- 
ja^t fid^ unbefd^rdnft einem enblid^en ©renjmerte näbert. ^er ©renjtDert 
^ei^t bie ©umme ber Steige, ^terburd^ ift ber Segriff Summe aud^ 
auf eine unenblidt)e S^^ bon ©ummanben übertragen. (Sine unenblid^e 
Sieil^e ^ei§t biöergent, menn fie feine angebbare enblid^e ©umme befifet. 

ße^rfa^ 1. ®te ©lieber einer faHenben geometrifdE)en SRei^e näl^ern 
fid^ bei immer tpad^fenber Qai)l unbefd)ränft bem ©renjtperte SRuH. 

Sctticfe» S^ber tä)tt aSrud^ mirb burd^ 5ßotenäieren mit einer ganjen 
pofitiben Qa^ berüeinert. 

^ ^^ 729 6561 59049 

10 ^ 100 -^ 1000 ^ 10000 ^ 100000 ' 
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6 /9\* 

3)ieö ift Heiner atö j^. S)ie 5ßotenjen öon ( y^l ttjerben olfo Heiner 

als bie bon :r^ fein. 

/6y^ 7776 8 

llO/ "~ 100000 '^ 100 
/ 8 y 32768 4 

llOV " 10»"> '^iO»» 

■'■ llO/ "^lOio 
'^nxd) fortgefe^teä 5ßotenäieren lonn man atfo jeben ed^ten SBnid^ unter jebe 

:0. 



beliebige Orenje bringen, bie§ f^reibt man in ber gomi lim 
Sft q ein echter 93nid^, fo ift lim 



.a+lj„ = 



q» =0. 



8el^rfa% 2, S)ie ©umme einer unenblid^en faUenben geometrtfd^en 
Sieil^e, bon hjetd^er ba§ 3lnfang8glteb a unb ber Quotient q gegeben ftnb, 

tft ^ . 

1 — q 



r=i 1-q 

SetoctS. gär jebe enblid^e geometrifd^e Sleil^e ift 

1 — q" a aq" 

1— q 1— q 1 — q 
9 
@8 fei a = 1000, q = Y^. (gummiert mon bie erften 125 (ätieber, f» 

erhält maus =j—^^ j— ^ .^10000— j^^^^, »enn man 

/ 9 \^^^ 4 

^"^\TÖ/ ^^^ "^^ ^^^ vorigen 85ett)ei§ ßtöfeereY^ einfe^t. gnSBal^r^eit 

ift ber ©ubtral^enb no6) Heiner, olfo lommt bie Summe ber 10000 noä) 
näl^er. Sflimmt man 1000 ©lieber, fo mirb ber (Subtra^enb nod^ Heiner 
unb nähert fid^ bei mad^fenber (älieberjal^I immer me^r ber fftnU. 9tad^ 
GrHörung 2 ift beSl^afb ber SRinuenb atö bie ©umme ber unenblic^ bieten 
©lieber gu betrad^ten. 2tIIgemein ift bei itiad^fenbem n 

liin[s] =- 3 liin[q^] 

11 = 00 1 (1 1 — <1 n = oo 

S)a nac^ bem Sf. 1 Hm [qn]n=oo=0, fo fällt ba§ jmeite ©Heb fort, 
unb bie ©umme Oefte^t nur au§ bem erften ©Heb. 
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Slttmetfung« S)iöibtert man a bnxä) 1 — q, fo erl^ält man 

a :(l_q) = a + aq + aq2 + aq3-j 

a — aq 



aq 
— aq — aq2 



^iefe S)it)tfion \)ai nur ©inn, menn bic SRcfte anbouemb Heiner werben, 
iag ift ber gaU, menn q<l ift. 5)a 

a : (1 -|- q) = a — aq -|- aq^ — aq^ -|- aq* , 

gilt ber <Ba^ and), hjenn q ein negatiöer ed^ter ^mä) ift. 

Sel^rfa^ 3. Seber pertobifcfie S)ejimalbrud^ fann alö eine fattenbc 
geometrifd^e SRei^e aufgefaßt unb entfpred^enb funtmiert lüerben. 

27 27 

»eifliiel. 0,2727. . = j^ + iöööö+- 

_ 27 _ 1 _ a _TVir_ 3 

^ — T7ü\' ^ — Trü\' 8- 



100' '""100' — 1 — q — ^^— 11' 

£e^rfa% 4. Seber unenblid^e 3)ejintalbrud^ t)at eine enblid^e ©umme. 
Settiei^. 5)er größte ©ejimalbrud^ ift 0,99- •• 

"lö'^ioo"'" •' ^-"lö' ^-lö' '~Ä~ 

3(nmertimg. auf biefem Safe berul^t bie unbebenflid^e S3ertt)cnbung 
ber unenblid^ langen aber nid^t unenblid^ großen irrationalen 3^^^^^ ^^ i^ber 
cnblid^en SRed^nung. 



3. AapiM. QSon ber Sin\^siins^ unb ^entenrec^nung. 

§97- 
^rllärung. SDießinfe^jinöred^nung befd^äftigt ftd) mit ber SSer^ 
grö^erung eine§ Ä'apitate burd^ B^^f^^f ^^^^ ^^^f^ ^^ jebem ß^^tw^fl^* 
termine jum Kapitale gcfd^Iagen unb mit biefem üeräinft tüerben. 

Slufgabe. "3)en 3Bert etne§ ju p7o ^^^ Qm^t^m^ auögeltel^enen 
ÄQpitalö t)on k J6 naä) n Sagten ju beftimmen. 

Sluflöfung- S)a§ Kapital k bringt in 1 ^a^xe -j^ J6 Sm\tn. gügt 

man biefelben jum Kapitale k, fo hjirb fein SBert einfd^Iießlid^ ber 3i"fctt 
um @nbe beg erften 3a^re§ 
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unb, fc^t jttan ben galtor 1 + t^/ itjcld^ev ber aSertticl^ruitgSfaltor bc^ 

Ä(H)ttatö gettattnt hjirb unb uitab^ditgig öott ber ©röge beö S'apitatö ift^ 
gfei(3^ q, fo niirb 

Wi = k q, (117) 

S)er SBert eittcS ffapitatö nad) eittetn Solare loirb alfo er^tten, tüenn 
man ba§ Äajjitat mit bem SScrme^ruttgSfaltor multiplijiert. 

3m jnjeiten Sö^re fielet nun ba^ Kapital kq auf 3^"f^"^ folglid^ ift 
fein SBert am @nbe bcS jttjeiten Sal^reö W2 = kq-q = kq^, am ©nbc be^ 
britten Sal^reS W3 = kq*, olfo am ®nbe be^ n*«" g^l^i^^ 

Wn = w = kq^, (118) 

Slnmetfung 1* SBerben bie ßM^n l^attiä^rig jum SJapital gefd^tagen 
unb beträgt ber jäl^riid^e Si^^fwfe pVo' f° ^^9^^^ P^ ^^^ l^attjäl^rigc ^2^1^ 
au§ ber Überlegung, t>Q% ba§ ©nblapital in betben gälten bag gleid^e fein 
muß, b. ^. 



'('+ikh4+M' 



benn bei ^atbiä^riger ßin^io^tuno ft^!^^ baS Kapital im 2. ^albial^r auf 
BinfeS^infen. Semnod^ ift 



1 -I- -^ - fl -^ -^V 
^ 100 \ ^ 100/ 



100 100^10000" 

2 

®a :j^ eine Heine 3^^! ift, üernad^Iäffigt man ^^ unb nennt ben 

fo gewonnenen ßin^fug ben lonformen. @§ ift bann p2 = -^, p4=i-. 

J 4 

Set genauen SRed^nungen mürbe man qn = yr fe^en, foitft red^net man bct 
4% iä^riid^en 3infen 1^/^ üiertelidl^rlid^en 3ing. 

3ttfa^. 2tu§ ®I. (118) ergibt fic^: 

fc = i^, ff = fe l>=100(ff-l), n^^^g^-^^gfe (118*) 
q^ f k logq 

3(ttmerhtng 2. 9lud^ bei anberen fingen, meldte mie Kapitalien ju^ 
nel^men, j. 95. bei bem ©eftanbe eineg SBalbeg, ber SeüöIIerung eine« SanbeS,. 
finben bie gormetn (118) unb (118*) 2lnn)enbung. 

§98. 
Slttfgabe. S)en SBert eineö ju p ^/^ auf ßinfe^jinfen auögeliet)enen 
Äa<)itatg t)on k Ji naä) n Salären ju bered^nen, toenn e§ am @nbe jebe^ 
Sa^re^ um r Jß öermel^rt toirb. 



Digitized by 



Google 



142 SSon ber BtnfeSginS' unb SRentenrec^nung. 

S(ufI9fuug* ©e^t man ben SSertnel^runggfaltor gleid^ q, bie SBerte be^ 

S^apitoB am ©nbe ber einielntn ^a^xe gleid^ wi, vi2, W3, , Wn = w, 

fo ift 

wi = kq + r, 

W2 = (kq + r) q + r = kq^ -f rq + r, 

W3 = {kq2 + rq -f- i')q+ r = kq^ -j" ^^^ + ^^ + i*r ^^f«^ 

Wn = w = kq*^ -|- rq^— ^ -f- rq^—^ -\ • -f- rq -j- r, 

= kqn -f (r + rq + rq2 -| \- rq^" 2 -f rq^^ " ^ ), 

^ = *«"+^Y=^ (119) 

3ufa^ 1* SBSirb am (£nbe eine§ ieben 3a]§re§ ein bem urfprüngltdien 
Kapitale gletd^e§ S^apitat ^injngefügt, ]o erl^ält man, ba k = r ift, 
_ rq^(q— l) + r(q"--l) _ T-(q^+^ — 1) 
^- q-1 - q-1 • 

3ufa^ 2* SaSerben bon bem urfprüngüc^en Kapitale am @nbe iebe§ 
3a^re§ t J^ weggenommen, \o ge^t (119) über in: 

t<; = fcgn_ ^(g''— 1) . (X19*) 

Folgerung* S)a^ S^apital k mirb, menn t)k iä^rlid^ in 2t6jng gebrad^te 

©umme bie jä^rlid^en 3^^^ ^^^ S*apital§ überfteigt, fid^ me|r nnb me^r 

t)erminbern. @§ tt)irb gänjUd^ erfd^öpft, aufgeje^rt fein, menn 

r(a^ — 1) 
w=0, A'g"= ^^ ^ ift. (120) 



3)arau§ ergibt fid^: 



7,_ ^(g^-l) fcg^g — 1) 

g«(ff— 1) ff^-1 ' 

log I* — log[i* — k{q — 1)] 



(120*) 



n: 



logg 



§99. 

@tf(ftrung. Unter einer 3tente berftel^t man eine am ®nbe eine§ 
ieben 3a^re§ ober auä) eine§ anberen 3citabfd^nitte§ jn 5a]§Ienbe ©umme, 
nnter bem (Snbnjerte einer nmal fid^ mieberl^olenben 3?ente bie ©nmme, 
ju meld^er fämtlid^e Stenten mit il^ren ßinf^^äiiif^ii anmad^fen, unter bem 
©arnjerte (StblöfungSlapitale) einer nmol ftd^ tt)ieberl^olenben SRente ba^ 
Kapital, beffen um bie ßinfeSjinfen in n Sauren öerme^rter SBSert gleid^ bem 
Gnbtüerte ber Stente ift. 

Aufgabe 1. 2)en (Snbtpert einer nmal fid) tptebertiolenben SRente ju 
6erecf)nen. 

Slttflöfung. Sn (119) ift k = ju fe^en, ba^er 

q— 1 
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Slttfgabe 2. ®en SBamert einer nmal ftd^ tt)iebert)oIenben Siente 
ju beted^nen. 

3(ufliifung. S)er gefud^te SSartüert x njöd^ft burd^ bie niä^rigen Shi\t^^ 
jinfen 5ur Summe xq^. S)a biefe glcid^ bem ©nbrnerte bev SRente fein foK, 
jo f)at man nad^ boriger Slufgobe: 

,,,n_ Kq"-l) r(qn-l) 

^ - q-1 ' ^-qn(q_l)- 

?luf gäbe 3. ©in ju p ^/^ auögelie^eneö ÄcH^ital k fott burd^ jä^r^ 
tid^e ßitt^äöl^tungen ju l^öl^eren ^ßrojenten in n Solaren getilgt (omortifiert) 
n)erben. 3^ tnieöiel ^rojenten muffen bie jät)rlici^en ß^^^ä^^^^^^fl^^ 
erfolgen? 

Sbtflüfuug« ©e^t man bie gefud^ten ^ßrojente gleid^ x, fo bitbet ber 
^Betrag ber jäl^rlid^en ßinSja^Iung kx:100 bie nmal fid^ mieberl^otenbe 3?ente, 
beren ©nbrnert gleid^ bem um bie ßinfe^jinfen bermel^rten Kapitatoerte (kq^) 
fein muß, tt)o q = 1 + p : 100 ift. ©e^t man bal^er in (120) r = kx : 100, fo 
erhält man: kx q« — 1 100q"(q— 1) 

^ ~100 q— 1' q"— 1 



4. Kapitel. * ^on ben einf act^en Kettenbrücken. 
§100.* 
@tnätu«9. ©ne gemtfc^te ^a^l t»on ber gorm 

qa+l qi q2 qs 

qsH 

Reifet ein einfoc^er S^ettenbrud^. (£r lann enblid^ ober unenblid^, im (enteren 
gatte periobifc^ ober un^jeriobifd^ fein. 95rid^t man einen ©ettenbru^ ab, 
fo erhält mon einen 9tä^erung§tt)ert. 

qo fann aud^ 9tuH fein, ber S^ettenbrud^ ^eißt bann ed^t. 

§ 101.* 
SbtfgoBe 1* ©inen gemeinen Srud^ in einen S)ettenbrud^ gu bermanbeln. 
29 1 1 23 1 1 



139 139:29 , , 23' 
^ + 29 
6 1 1 


29 

5 
6 ~ 


29:23 

1 
" 6:5 " 


1 


23 ~ 23:6 . , 5' 
^ + 6 

139 4^1^3^1^5 


"■+^ 
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®te ^^etlnenner erhält man burd^ ba8 bei Sluffu^en beg größten 
gemeinfd^aftUd^cn äRafee« benu^te SSerfa^ren. 

4 13 15 



139 : 29 : 23 : 6 : 5 : 1 
116 23 18 5 5 
23 6 5 10 



ober 



139 

116 

23 

18 

5 



29 4 



23 
6 

_5 
1 



älnfgalbe 2. S)te ^läl^erungStoerte cineS ed^ten Äettenbrud^eä ju bc= 



fttmmen. 



lil_Li_Li_Ll. 
4^1^3^1^5 



@rfter S'Jä^erunflgtoert: 
3»eiter Slä^crungSrtert: 



4 + : 



4 + 1 



dritter 9iä]&erung8wert: 



4 + 1 



4 + 1 

1+i I 
1:1 1:1 



4 + -J- 19 



Vierter ^Rä^erungStoert: J +1 +3 + 1 =f + j^+j =4 +5 =^- 
günfter3Bert:i + i + J + r + F 



1 ' 5' 

^29^— 23 ^ 
139 29 

3lbge!üräte8 SSerfa^ren. 



1' 

1 

4' 



Sihißter 0lä^erung8te>ert: :j-. 
@rfter S'Jäl^erunggnjert: 
ßttjeiter Ml^erungStvert SRenner 1: 
dritter SRä^erungSWert 9?enner 3: 
S?ierter Sßä'^erungäwert 9ieniter 1 : 
günfter 5Wä^erung8n)ert SWenner 5: 



0+ 1 


•1 


1+ 4 
1+ 1 


•1 

■ 3 


4+ 5 

1+ 4 


•3 

1 


5 + 19 

4+ 5 


1 
5 


19 + 24 


5 



1 

5 

19 

24 
29 
139 
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Äürjet gef ^rieben: 



1 


4 1 

1 1 1 
4 1 5 


3 
4 
19 


1 
1 5 

|24 


5 

|29 
|139 


®ie allgemeine gormel }u 


Sered^nung be§ n 


"" m^etungSweifteä ~ (outet: 


an-2 + a„- 
^et 93e»eiS toitb burd^ ben ©d^lufe 


-1- qn 
-1- qn 
öon n au 


f a+ 1 geführt (f. § 103 8lnm.). 


fSa\pttl 


1 _j_ 1 i ] 
2"'" 3"^ 4 


4-4- 










2 1 3 


4 


1 5 


1 6 







1 3 


13 


68 1421 



1 i 2 I 7 |30;i57i972 

§ 102.* 

Se^rfa^ 1. S)ie ungeraben SRä^erung^njerte finb größer, bie geraben 
Heiner al§ ber SBert eineö ed^ten Äettenbrud^e^. 

J)er SettjeiS ergibt fid^ qu^ bem @o^, bag ein SSrud^ Heiner wirb, 
totnn fein 9Jenner größer mirb. 

3n bem SSeiJpiel § 101 ift 

4^19-^139-^24^ 5 

3ufa^* S)er SSert eineS Settenbruc^e^ liegt smifc^en je jmei benoc^= 
barten DW^erungSmerten. 

Se^tfa^ 2. S)ie S)ifferenj jweier aufeinanber folgenben JM^erung^merte 
f)at ben 3ö()Jer — 1 ober -|-1. 

a„ a^^i_(_l)n+i 



bn bn + i bn • bn + i 

aSewei^ mie bei (121) (f. § 103 9lnm.), 



(122) (123) 



* ' 4 5 20' 5 19 5-19' 19 24"~19.24' 

Ofolgentng. 3)ie 9W()erung§tt)erte nähern fid) ftänbig bem SBert beö 
Äettenbrud^e^ (124). 

Se^rfa^ 3. Seber S^äl^erungötüert fommt bem 3Berte be^ öollftönbigen 
Äettenbrud^e^ naiver aU irgenb ein anberer 93rud^ mit fleinerem 9?enner. 
äfl^Ier unb 9?enner beg 9Jd^erung§merte§ finb teilerfremb. 
S)er S3ett)ei§ ttjirb inbireft aug (122) gefül^rt. 

^eiipiei. ^gg 24 ""139. 24 ^139 23" 

ÄambIi)--I^oer, 9lrtt^mcttf. 37. 9luf(. 10 
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§103. 

9ü\pxtl h ®ic 3o]^I TT = 3,1415926 . . in einen S^ettenBruc^ ju 
öerhjanbein unb feine SWäl^erungSmerte ju bcred^nen. 

9(ttfliifuttg: 

3 ^ = 3 + ^ 



31415926 

30000000 

1415926 

88518 

530746 


10000000 

9911482 

88518 

88156 

362 



7 

15 
1 
243 



7 + 



15 + 



1 



^"^243 + .. 

362 243 ^ 

442590 ?o_3 ai_22 a2_333 a8_355 

88156 bo~l' bi^T' b^~lÖ6' b^~il3 ■■* 

Sciffiiel 2. ®ie duobtotttjutjel ou8 3 in einen Settenbru(^ ju üet= 
toanbeln unb Ml^erungSnerte ju Bereii^nen. 

««fläfttUBt l/3 = l + fc^=l + i 



1 _ y3 + i _ y3-i_. I 1 

y3-l~ 2 -'"*" 2 -'"*"q2' 



q2 = 



q8 = 



_y3+i 



/3 — 1 
1 



= 2 



Iß 



F^=2+i, 
1 qs 



1/3+1 , , 1/3—1 , , 1 , 



y3 = 



■*fetf 



(2; (1) (2) 
ao__l ai 2 a2 5 ag 7 a4 19 

b^"" r W"~T'b2""3' b^~4' bl~n 



Seiffiiel 3» log 5 in einen Settenbruel^ ju öertüanbeln unb SRd^erung^ 
merte jn berechnen. 

«ttfWfttttj. SRon fe^e log 5 = x, alfo 5 = 10^ . 

1 -i 

5 = 10^, l>x>0, x = -,.-.5 = 10'^. 

m 

1 i i 

10 = 5™, 2>m>l, m = l+-, .-.10 = 5. 5>^, 2 = 5^, 

' n 



5 = 2«, 3>n>2, n = 2 +-,.-. 5 = 22. 2S ^ = 2'^ . 



-ö)' 



2 = 1^1, 4>r>3, r=3 + -. 2^ 



h 5 .^ 

4 
1 

128 
125 



1^ 

/5\* /5\P 128 (^\ 
\l) •\4J • 125 = W 
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5 
4' 


/10Ö\p 1 ' 




log5^1-fl + i4-l + - 




^8) (9) 

ai l 8L2 2 as 7 a4 65 
W"!' b^~3' b;~IÖ' b;"~93 



= - ^=- ^ = ^. ^ = ^=0,6989. 



Xttmetfitttg* Sunt S^emefe bcr gormcl (121) crfe^t mon qn burc^ 
qn + l:qn+if »cnn man jum n-|-l*^" SRäl^erungSlDcrt übcrgcl^cn tpill, unb 

^^^ a^+i=an-2+an-i (qn+l:qn+i) 

= an-2 + an-i-qn+:an-i-qn4-i 

= an4-an-l*qn+i 

W + i = bn+ bn-1 : qn+if 

aI|o, »enn man Q&i)ltx unb Slenner mit qn+i erweitert: 

aiiH-i __ ^p-i + ^ '<ln+i 
bn^.! bn-i + W *<ln+l 

®ilt bcr ©a^ alfo für n, fo gWt er auc^ für n+1. Sür n=2 ift er 
leicht barjutun, alfo gilt er ouel^ für n=3, n=4 ufm. 

ä^nli^ bemeift mon bie gormel 123. Sft an-i • bn — a^ • bn-i =(— l)'', 
fo ift noc^ (121) an-bn+i— an4.i.bn = an.bn_i + anbnqn— an~lbn— 
anb„qn=— (ati-ibn— anbn-i)=— (— 1)'^=(— 1)^+^ 

2)a b„ < bn+i unb bn^ < bn • bn+i ift, toirb 



an+i 



bn 



On + l 



<o- 



3)0 — jh)ifd^en ben SJä^enxnggwetten liegt, ift otfo oud^ 



an 



< 



bn« 



a24) 



10* 
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etebenfer Ölbfc^niff. 

2)ie ÄombmafionsIc()re mb]t Slnrocnbungcn* 



1. ^opifol. 13on bon ^ortnufaf tonen. 
§104. 

@r{lätttttg. S)ic ÄombinationSlel^re int »eiteren (Sinne ift bie 
Seigre öon ben ßi^föwiincnftenuttgen gegebener S)inge. Sebe fold^c 
BufamntenfteHung l^eifet eine gorm ober Som|)Iejion. S)ie jufantmen^ 
juflellenben Singe »erben ©lemente genannt unb burd^ 33uc^fta6en a, b, 
c, d . . ober burc^ t)ie 3iff^^ Ir 2, 3 . . bejeic^net. SöJan benft fid) bic 
Elemente junde^ft in einer beftimmten 9tei]^enfoIge gegeben, bie Snd^ftaben 
in alpl^obetifc^er, bie Siffcm in il^rer natürlid^en SReil^enfolge. SKan unter= 
fc^eibct fie in niebere unb ^öl^ere, je nad^bem fie in ber SfnfangSftetlung 
bem SfnfangSelemente näl^er ober entfernter finb (c l^ö^er atö b), in früt}ere 
unb fpötere nad^ il^rer ©tetlung in einer beliebigen gomt. Qn bcad finb b, 
c frühere Elemente oI§ a.) 

treten alle gegebenen (Elemente in einer Sompleyion jufammen, ]o 
()eigt fie eine ^ßermutation. 3)iefe ift bal^er jebe Urnftellung non 
Glententen,. iti tt)eld)er nur bie SReil^enfoIge berfelben in SBetrad^t 
fomntt. S)o§ 3luffud^en biefer Som^jlejionen »irb 5ßermutieren genonnt. 
2)ie Slnjal^I ber ^ermutationen öon n öerfd^iebenen SIententen »irb mit Pn 
bejeid^net. 

§105. 

Se^rfa^ 1, ®ie Slnja^I ber ^ßemtutationen tjon (n+1) üerfd^iebenen 
Elementen (Pn+i) ift (n + 1) mal fo grofe alö bie 5ßermutation§äa]^l (Pn) 
t)on n üerfd^iebenen ©lementen. 

»eljaiHitotiB. P(n+i) = (n + l).Pn. 

Setoet^. Sommt ju ben n Elementen ai a2 • • an ein (n + ly^^ (Sit- 
ment an+i ^inju, fo lann e§ in jeber ^ßermutation öon n Elementen (n+1) 
©teltungen einnehmen. ^u§ jeber ^ßermutation öon n ©lementen »erben 
(n + 1) 5permutQtiönen öon (n+1) Elementen; atfo ift bie Stnja^t ber 
^ermutationen öon (n + 1) Elementen (n + 1) mal fo grog atö bic öon 
n (Elementen. 

goljerutij. S)a Pa =1 • 2 ift, fo folgt P3 = 1 • 2 • 3, P4= 1 • 2 • 3 - 4, 
aUgemein P, = 1 . 2 • 3 • 4 • • • -n. (125) 

3)a§ 5|JrobuIt ber notürlid^en S^W^ ^on 1 bi§ n bejeid^net man mit 
n! unb fpric^t e§ „n gafultät". Dbige ©leid^ung fann alfo gefd^rieben 
»erben: Pn = n! 
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liie^rfa^ 2. S)ie Slnjal^I bcr ^ßermutationen Don n ©lementen, untet 
benen p ibentifc^ finb, ift gleid^ ber 5ßermutation§äa^I üon n Stententen, 
btoibiert burd^ bie 5ßcrmutatton^äa^[ tjon p ©lementen. 

»ellau^Jtttttg. pPn=^ = ^ g 3 _p -^ (126) 

äSettieii^* eingenommen, cg mären bie n iSIemente öoneinanber ber= 
jc^iebcn, f o mürbe i^re 5ßermutation§jQf)t 1 • 2 • 3 • • n fein, ©inb aber bon 
biefen n ©lementen p ibcntifc^, fo fotlen olle biejenigen 5ßermutattonen, tt)ct({)e 
fic^ nur burd^ berjc^iebenc ©tettung biefer p ©lementc unterfd^eiben, olfo 
Pp = p! 5ßermutottonen in eine jufammen. S)ie ßö^I^ »elc^e au^brücft, mic^ 
öiefmot Pp in Pn entl^QÜen ift, gibt alfo bie änjo^t ber öoneinanber t)er= 
fc^icbenen 5ßermutotionen an, alfo ift 

pPn = P„:Pp=ii!:p! 

3uia<j. SBenn unter ben n ©lementen ba^ eine ©tement p mal, 
ba6 anbere ©(erneut rmal fid^ mieber^olt, fo ift bie ^ermutattonöjätit 

JPn ^ nl 
Pp JPr pl r 



P,rJ>n = -^^^ = r:4^- (126*) 



§ 106. 

SviX ©Übung aller ^ßermutationeu gegebeuer ©lemeutc benufet mau jmei 
SKetl^obeu. 9Mau berfö^rt eutmeber fd^rittmeife, b. 1^. Nman ge|t bon jeber 
^ermutation jur näd^ften burd^ Pa^bertaufd^ung bon jmei ©lementen über, 
ober leyifalifc^ nad^ 8(rt ber Drbuung ber SBörter im Sejifon. 

1. 33ei bcm lejilalifd^eu SScrfal^rcu leitet man au§ irgeubciner gorm 
(dbeca) bie näd^ftfolgeube ab, iubem man, bon red^tg mi^ linfS gel^enb, baS 
erfte uiebcre ©lement (b), neben meld^em red^tS ein l^öl^cre^ (e) ftel^t auffud^t, 
bie ©lemente Iinl§ babon (d) unöeränbcrt lä^t, ha^ näd^ft l^öl^ere (c) ber 
red^tS ftel^enbeu an bie ©teile jeneS niebereu (b) fefet unb biefem bie übrigen 
SIemeute (abe) in alpl^abetifd^er Drbuung folgen lä^t. ©o erl^ölt mau bon 
ben ©lemeuten a, b, c bie ^ermutationeu 

abc, acb, bac, bca, cab, cba. 

2. 93ei fd^rittmeifem SSerfal^rcu finb bie ^ermutationen ber Elemente 
a, b:ab unb ba, bie ber 3 eiemeute 1, 2, 3 finb: 123, 132, 231, 213, 
312, 321. ©ie jerf allen in brei (Gruppen, meiere mit 1 b^m. 2 bjm. 3 
beginnen. ®ie gormen ieber ®ruppe erhält mau burd^ 5permutiereu ber 
beiben legten ©lemente. S3ou einer ®ruppe gel)t mau 5ur nöd^ften buvc^ 
^la^bertaufc^ung 5tt)eier ©lemente über. 

Xic ^ermutationeu ber Elemente a, b, c, d finb: 

abcd, abdc, acdb, acbd, adbc, adcb, 
bdca, bdac, bcad, bcda, bade, bacd, 
cabd, cadb, ebda, cbad, cdab, cdba, 
dcba, dcab, dbac, dbca, dacb, dabc. 
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150 Äombinationcn mit Scrfeftung ober Variationen. 

Sie jerfaHen bei ber ©nteilunQ nad^ tl^ren SlnfangMementen in bier (Gruppen. 
Sie gormen jeber ®ruppe cr^It man burd^ 5ßcnnutieren ber brei legten 
eiemente nad^ 2. SSon einer ©ntppe Qtf)t man jur folgenbcn fc^rittweife über. 



2« ^apiUl 13on ben ^mbinaiioneit 

A. ^ombinafiotun mif Q3erfe$ung ober Q3ariaftonem 

§ 107. 

Iretcn nid^t alle gegebenen Stemente, fonbern nur cinS ober mehrere 
berfelben ju einer ffomplerion jufammcn, fo Reifet fie eine Kombination. 
5)iefe ift ba^er bie 3wfammenftellung einer beftimmten Stnja^I ge^ 
gebener Elemente. S)ie Stnjal^I ber ©lemente beftimmt bie Klaffe ber 
Kombination. S)ie Kombinationen ber 1. Ktaffe beftel^cn au8 1 ©lement 
unb l^ei^en Unionen, bie ber 2. Klaffe beftcl^en auS 2 (Elementen unb Reißen 
Sfmben, bie ber 3. Klaffe l^eigen Semen, bie ber 4. Klaffe Duaterncn ufm. 

3[e nac^bem bie Kombinationen, njelc^c fic^ nur burd^ bcrfd^iebene 
(Stellung ber (Elemente boneinanber unterf (Reiben, afö berfd^iebene formen 
gejfil^tt werben ober nid^t, teilt man bie Kombinationen ein in fold^e mit 
unb ol^ne SJerfe^ung. S)ie Kombinationen mit SSerfe^ung l^eifeen SSa* 
riationen (SufammenfteHungen), bie Kombinationen o^ne SSerfe^ung auc^ 
furjtpeg* Kombinationen (SluSlefen). 

©nblid^ unterfd^eibct man nod^ Kombinationen mit unb ol^ne SBieber==' 
l^olung, je nac^bem ba^felbe Element in einer gorm mel^rmatö ober nur 
einmal auftreten barf. @§ bejeic^net 

m^n bie Slnjal^I ber SSariationen ber k*^" Klaffe öon n ©lementen mit 
SBieber^oIung, o^n bie Slnja^t ber Variationen ber k*«« Klaffe bon n Ele- 
menten ol^ne SBiebcr^oIung, mCn i>i^ Stnja^I ber Kombinationen ber k*^" Klaffe 
öon n Elementen ol^ne SSerfe^ung unb mit SBieber^otung, qC^ bie ber Korn* 
binationen ber k*"* Klaffe öon n Elementen ol^ne SSerfe^ung unb ol^ne 
SBieberl^oIung. 

§ 108. 
£el|rfal|l. IVn^nK (127) 

äSettieid. 1. ES feien gegeben bie n Unionen sli,sl2, • • an. Sebe Union 
fann fid^ mit n Elementen ju einer SImbc berbinben; auö jeber Union ent^ 
ftel^en bal^er n 8(mben, alfo au8 n Unionen n^ 8lmben, bal^er ift m^n = n2. 

2. Sebe 2lmbe fann fid^ mit n Elementen ju einer Seme öerbinben, 
aus n^ Slmben entftel^en bal^er n2.n = n3 Semen, bal^er ift m^''n = n^. 
3. ©0 fortfa^renb finbet man n^n = n^- 

£elirffl^2. oF„=n(n-l)(ti— 2)..(n-fc+2)(n— fc+1). (128) 

äSemetö. 1. Ei^ feien gegeben bie Unionen ai, 8^, ag, --an. 3ebe Union 
(ag) lann fid^ mit allen Elementen, aufgenommen mit fic^ felbft, atfo mit 
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(n — 1) ©Icmenten ju einer ?linbe öerbinben, auS jeber Union entftel^en 
bol^er (n — 1) 2lmben, alfo tft bte Slnja^I ber Slmben (n — 1) mal fo grofe 
olS bie ber Unionen, ntitl^in IVn = n{n — 1). 

2. ^tbe ämbe (as 04) lann fic^ mit (n — 2) ©(ementen ju einer Seme 
berbinben; au8 jeber 2lm6c entflel^en ba|er (n — 2) Semen, alfo ift bie 
Slnjal^t ber Semen (n — 2) mal fo gro§ otö bie ber Slmben, mitl^in 

ly^ = n{n—l)in — 2), 

3. ©0 fortfa^renb finbet man o^n = (n — 1) (n — 2) • • • (n — k + 1). 

B. ^ombinaftonen o^ne QSerfeguitg* 
§ 109. 

£^,t.^;c,= "'»-'>'r-.i;:..'r'"+ ^=fe)- o^») 

Setoeti^* 1. ®§ feien bie ©lemente ai 02 as • • an gegeben. S?on ben 
?lmben berfelben mit SSerfe^ung unb o^ne SBieberl^oIung (oVn) fallen, menn 
t>k SSerfe^ung ber Elemente an§gef(JöIoffen mirb, biejenigen in je eine Slmbe 
^nfammen, mctel^e fid) nur burd^ bie (Stellung ber (Stemente boneinanber 
unferfd^eiben (as 84 unb 84 ag). S)a aber 5tt)ei Glemente 1 • 2 mal fic^ per^ 
mutieren laffen, fo fallen ftet§ 1 • 2 Stmben mit SSerfe^ung unb ol^ne 
SSieberl^oIung in eine jufammen, mithin ift bie Stnja^l ber Stmben ol^ne 
^erfe^ung unb o^ne SBieber^olung 1 • 2 mal fo Hein al§ bie ber entfpred^enben 

SSariationen, bal§eroCn= — ^ — — 

2. aSon ben Semen ber n Elemente mit SSerfe^ung unb ol^ne SBieber- 
l^otung fallen, menn bie SSerfe^ung auSgefc^loffen mirb, biejenigen in je eine 
lEeme jufammen, meldte fic^ nur burc^ bie Stellung ber ©lemente Donein- 
önber unterfd^eiben (a2 as a4, a2a4a3, a3a4a2, 838204, 84 82 83, 84 83 82). ®a aber 
brei Elemente fid^ 1-2-3 mal ijermutieren laffen, fo fallen ftet§ 1-2-3 Semen 
mit SSerfe^ung unb ol^ne SSieberl^olung in eine jufammen, folglid^ ift bie 
Sfnjal^l ber Semen o^ne SSerfe^ung unb o^ne SBieberl^otung 1 • 2 • 3 mal fo Hein 

öte bie ber entfpred&enben SSariationen, mithin 0^11 = — ^^ — ij — J-^ . 

3. aSon ben Variationen ber k*^" Slaffe ber n (Elemente ot)ne SBieber== 
l^olung fallen, toenn SJerfe^ung au^gefd^loffen ttjirb, biejenigen in eine 5U= 
-fammen, meiere fid^ nur burd) bie ©tellung ber ©lemente öoneinanber unter- 
f (Reiben. ®a aber k ©lemente (k!) mal fid^ permutieren laffen, fo mu^ bie 
"Slnjal^l ber ^Kombinationen ber k*«" klaffe o^ne SSerfe^ung unb ol^nc SBieber:^ 
l^olung (k!)mal fo Hein fein atö bie ber entfpred^enben SSariationen, ba^er ift 

Slttfgabe. 3" bilben bie Stmben, Sernen, Ouatemen ber 5 Elemente 
a, b, c, d, e ol^ne SSerfc^ung unb o(}ne SBieberl^olung. 
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152 SSon bct SBa]^rfd)cittlicö!cü§t:e^unö. 

1. 9(mbeu: ab, ac, ad, ae, 

bc, bd, be, 

cd, ce, 

de. 

2. Semen: abc, abd, abe, 3. Duaterncn: abcd, abce, 

acd, ace, abde, 

ade, acde, 

bcd, bee, bcde. 
bde, 
cde. 

3lnmerfuttg« Sei S^omtnnationen o^nt SJcrfefeung (9lu§Iefen) folgen hie: 

©lemente einanber ftet§ in auffleigenber Drbnung, fo ha^ nie ein l^ö^ereS- 
bor einem nieberen (bgl. § 104) ftet}t. SJornbinotionen ftnb bc§^aI6 „x\)o\}U 
georbnete 3wf «"^^"^"fteHungen " . 

§ 110.* 

2tWü. iC..= ''^^^^-^-^^ (ISO) 

®ie Slnja^I ber Jiombinationen ber k*^'^ klaffe bon n Elementen ift gleicfy 
ber ^Inja^I ber Jtombinationen ber k*«" S^laffe bon n + k — 1 ©lementen. 2)er 
Sett)ei§ tt)irb bnrd^ ^injufügung bon k — 1 neuen ©lementen geführt, bie bonn ben 
alten gteid^ gefegt werben. 

3lufgal6e« S)ie Slmben unb Semen ber (Elemente a, b, c, d ol^ne SSer^ 
fe^ung unb mit SBieber^oIung ju bilbcn. 



aa, 



2tmben: 






Semen: 




ab, ac. 


ad, 


aaa, 


aab, aac, 


aad, 


bb^ bc, 


bd, 




abb, abc, 


abd. 


cc, 


cd, 
dd. 




acc. 


acd, 
add, 



bbb, bbc, bbd, 
bcc, bcd, 



bdd. 



ccc, ccd, 
cdd, 



ddd. 



3. ^apifol 13on bor lBa{)rfct)oin(ict)ftoif5roct)nung. 

§111^ 

@rnärung. Unter ber mat^ematifd)en SBa^rfc^einüdifeit 
für baö ©intreten etne§ ©reigniffe^ üerfte^t man ben Sruc^, beffen Qäi)Uv 
bie Slnja^I ber bem ©ntreffen günftigen ^älle, unb beffen 9?enner bie 
Slnjal^t aller mögticl)en gaße angibt. 
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93cjcic^net g bie Slnjal^I bcr günftigeit gätte, m btc ber mögttd^en göffe, 

fo ift: 

i^;^^ (131) 

m 

3ft — = 1, fo ift \>(x^ ©reigniS gelt) ig. 

3ft — = 0, fo ift ba§ ©reigiüS unmöglicfi. 
m 

Sft — = i, fo ift ba§ ©reignig uugemig. 

Sft — >4r fo ift ba§ ereigm§ lüa^rfc^einlic^. 
m 

3ft -^ <i, fo ift ba§ ©reigniS uuma^rfc^einUd^. 
m 

93e5eic^net n bic Stu^a^t ber ungünftigen gälte, fo ift u = m — g, 

m ff er 

unb e§ (leifet v = ^ = 1— -bie entgegengefetete SBa6rfdbein:= 

li^feit. 

»eif^licl 1* SBie gvofe ift bie SBa^rfc^einlid^feit, mit ^tüei ffiürfeln 7 
ju iüerfen? 

9(ufliifung* ^tit ber 6 SRummem be§ einen SBiirfelS fann fid^ mit 
jeber ber 6 SRummern beö anbern SBürfetö öerbiuben, bie Slnja^I ber mög^^ 
Hd^en gäUe ift ba^er l^%=&^. S)ie günftigen gatte finb 1, 6; 2, 5; 3, 4; 
4, 3; 5, 2; 6, 1. 5)ie geflickte aBaf)rfc^einli^feit ift ba^er A = f 

9eif)iiel 2. 2(u§ einer Urne, in »elc^er 90 SRummem liegen, »erben 5 
l^erouggejogen; 18 SWummern l^at man auf einer Sottolarte befe^t. SBie gro$ 
ift bie SBa^rf(^einIic^!eit, ^öd§ften§ eine Union, 9(mtie, Seme, Duaterne ober 
Öuinteme ju gewinnen? 

ShtfWfunB- 2)ie ginja^I atter möglichen göffe (1234 5, 12346 ufw.) 
ift gleid^ JC90. 

1. gür ben ©ewinn einer Union entftel^en bie günftigen göKe baburc^, 
ba§ jebe ber 18 9?ummern fic^ mit jeber ber Cuaternen ber 72 übrigen 
Stummem ju einer Cuinterne öerbinbet; i^re 9lnja^I ift alfo 18 • 0C72. mitf)in 
bie SBa^rfdieinlid^feit, bafj eine Union gewonnen wirb, gleid^ JCis 0^72 : oCio. 

2. gür ben Oewinn einer Sfmbe erl^ölt man bie Slnjal^t ber günftigen 
gälle baburc^, ba^ man jebe ber 9tmben öon 18 Elementen o^ne SSerfe^ung 
unb SBieberl^oIung mit jeber ber 3:ernen ber übrigen 72 ©lemenie ^n einer 
Ouintevne öerbinbet; alfo ift bie Slnjal^t ber günftigen gdUe gleich oCi8-oC72r 
mithin bie SSa]^rfd)einlirf)feit, bag eine 9(mbe gewonnen wirb, gleid) 

\oC\% ' 0C72J * ofoo- 
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154 SJon ber SBo^rfc^cinlicftfeitgrec^nunö. 

^^nlid^ finbet man bte SBäa^rfd^emltd^fcit für ben ®ctt)inn einer Xerne, 
Cluaterne, Quinterne bjto.: 

VOv^lS * 0^72/ • 0^90 r VOv^lS * 0^^727 • 0^90? 0^18 • 0^90» 

§112. 

Se^rfa^ 1. S)te SBal^rfd^einlid^feit für ba^ ©ntreten trgenbeine^ 
unter mehreren öoneinanber unabhängigen ©reigniffen (totale SBa^r^ 
fc^eintic^Ieit) ift gleic^ ber ©untme ber SBa^rfd^einlid^feiten für baö 
©intreten ber einjelnen ©reigniffe. 

Settieii^* Säejeid^net m bie Sfnjal^t oller möglichen gölte, gi bie ber 
günftigen gölte beS erften, g2 bie beS jmeiten, gs bie beg britten ©reigniffeS ufm., 
fo ift bte Stnjal^l oller günftigen göHe gi + g2 + gs, bol^er bie SBo^rfd^etnlid^^ 
ifeit für boS Eintreten eine§ biefer gölte 

^^.^ gl + g2+g3-'-gn ^gl I g2 I g3 I gn 

^d\pxü 1* SBie gro§ ift bie SBol^rfd^eintid^feit, mit jiDei SBürfeln 5, 6 
ober 7 ju werfen? 

Sluflöf ung* 2)ie SBo^rfd^einlic^Ieit, mit jroei SBürfeln 5 ju toerfen 
(ögl. § 111, S. 1), ift ^, bie SBo^rfc^einlidöfeit, 6 ober 7 ju »erfen, ^ bjto. 
^, bdf)ex bie SBol^rjc^cinlid^feit für bo§ ©intretett eineS biefer Sreigniffc 

■3V "~l~ A "T Ä = Ü" = l^T- 
Se^rfa^ 2. S)ie SBal^rfdieinlid^Ieit für ba§ gleid^geitig ober in ge^ 
gebener golge nac^einanber ftattfinbenbe ©ntreten mel^rerer üoneinanber. 
unabl^ängigen Sreigniffe (jufamntengefelte SBal^rfd^einlid^feit) ift 
gteid^ bem 5ßrobufte ber SBal^rfcf)etnIid^feiten ber eingelnen (Sreigniffe. 

äSettieid. SSejeid^net man mit mi, m2---inn bejüglid^ bie Stnjol^I ber 
möglichen gätte für ba§ Eintreten bc§ V'^, 2*^^ • • n*«" ©reigniffeg, fo ift, 
bo jeber ber gleiel^mögtid^en gölte eine§ ©reigniffeS mit iebem gölte iebe§ ber 
anberen Sreigniffe jufommentreffen lonn, \>k Stnjol^l oHer möglichen gölte 
mi-m2-in3- • -nin. Sejeic^net man femer mit gi, g2, •••gn bejüglic^ bie 
Stnäol^I ber günftigen göHc für boS Eintreten ber einjelnen ©reigniffe, fo ift 
bo jeber günftige goll eineS ®reigniffe§ mit jebem günftigen gölte iebe§ 
anberen ©reigniffeö jufommentreffen fonn, bie ^njo^I oller günftigen gölte 
gleid^ gi-g2^ gs- -gnr fotgtic^i 
^^_ gig2gs--gn ^yj_ y^ flr3_ y^_ 
mim2m3..nin nii nii ms nin 

^ti^pxtl 2. SBie gro^ ift bie SBol^rfc^einlid^feit, mit einem ©elbftücfe 
breimot nod^einonber 93ilb ju werfen? 

Xuflöfung« 3)ie SBol^rfd^einlid^feit, Silb ju treffen, ift bei ich^m SBurfe ^, 
atfo bie gefud^te SBol^rfd^einlic^feit (|)3= J-. 
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Se^rfa^ 8. ®te SSal^rfd^einlid^fett bafür, bafe öon gtoei ©rcigniffcn 
tDcniflfteng cing eintritt (cingcfd^ränftc SSal^rfd^cinlid^fcit), ift, tüenn 
bie einzelnen SBal^rfd^einlid^Iciten wi, W2, wg, . . . finb, 

W = 1 (1 Wi) (1 -— Wg) (1 Ws) • • • 

Seltictö* S)ie gefuel^tc SBa^rfd^einUd^Icit ift ber SBal^rfd^cinlid^fett, bafe 
feinS ber ©reigniffc eintritt, entgeflengefe^t. S)ic SBo^rf^einltc^feit bafür, 
baß baS 1^ 2^ 3*«-- ereigmS nic^t eintritt, ift bj». glei^ 1— wi, 
1 — W2, 1 — W3--, bie SBal^rfd^einlic^feit bofür, baß leini^ bon allen ein^ 
tritt, nadö Sel^rfa^ 2: (1 — wi) (1 — W2) (1 — W3) • ., folglich bie gefud^te 
Sal^rfd^einliel^Ieit 

W = 1 (1 — Wi) (1 — W2) (1 W3) . . 

9eif)iiel 3* S)ie SBol^rfd^einlid^feit, bafe nac^ einer getoiffen Seit A unb B 
leben, fei ^ bjtt). f. SBie groß ift bie SBal^rfc^einlid^feit, bafe nad^ biefer 
3eit toenigftenS einer nod^ lebt? 

«ttfWfttitg* yiaij S. 3 ift bie gefud^te SBal^rfe^eintic^Ieit 



4. ^apiiel 13on ber gefeilten fattenbeti Saftiorieaen 
unb bem binomifc^en Ce^rfa^e. 

§113. 

@tnlettuttg. Surd^ 3RuIti^tifation ber 93inome er^tt man 

(x + a) (x + b) = x2 + X (a + b) + ab. 

(x + a) (x -j- b) (x + c) = x3 + x» (a + b + c)+ x(ab+ac+bc)+abc 

(x + a) (X 4- b) (x + c) (x + d) =x*-{-x3(a + b + c + d)+x2(ab+ac 

-f- ad -|- bc -f- bd -|- cd) -f- x (abc -|- abd -\- acd -\- bcd) -f- abcd. 
®ie rechte ©cite ber legten ©leid^ung fteHt ein nad^ fattenben 5ßotenjen bon x 
georbncte^ 5ßoI^nom bar. S)er S^oefftäient öon x* ift 1, bie Soeffijienten ber 
folgenben ^ßotenjen bon x finb ©ummen bon ©röfeen, n^elc^e, tt)enn man 
öon ben Sied^nungäjeid^en abfielet, bejüglic^ atö bie Unionen, Stmben, Semen, 
Duatemen ber ©temente a, b, c, d ol^ne SSerfe^ung unb ol^ne SBieberl^oIung 
betrad^tet werben lönnen. @e^t man a = b = c = d==l, fo fteÖt bie 
^Injal^I ber Unionen, ?(mben, iemen, Duatemen jugleic^ bie (Summe ber 
bie ^oeffijicnten jufammenfe^enbcn ©lieber, alfo bie ®röße ber ^oefpjienten 
bar, unb e§ ift bal^er nad^ (129) 

(x-t-l)_x+jXi-j2^ +1.2.3 +1-2. 3-4 
Man fi^liegt barauS, bo^ aUgemein 

(X + l)n= X» + ^ X- - 1+ '^^^"T^^ X— 2 

1 1 * ^ 



WV^ ,.-. + ... + ^..i,-,. 



1-2.3 ' ' n! 
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156 23ou bcr öcteiltcn fallcnbcn Joftoricllcn. 

S)ic ^oeffijtenten ber 5ßotenjen bon x l^cifecn aSinomtalfoeffijtenten. 

cm t. «^ .» •* s. /^\ «(^— 1) .. V /n\ n(n— l)(n~2) 
SWon bejcid^net y mit ni ober I ^1, ' mit ng ober II, 1.2-3 

mit ns über (^J, fefet atfo 

1.2.3...fc = UJ=''^' ^**^> 

lieft „n über k" ober „n tief k" unb nennt biefcn Sörud^ ben k*^ $JinominI=^ 
foeffijienten ober bie k*^ geteilte (fallenbe) i^^^torielle ber S^^ n, k 

i^ren Beiger. S)em entfpred^enb fe^t man ( j = 1. 

@rllärung. Unter ber k»^" geteilten (fattenben) gaftoriellen öon 

n(nk ober L jj üerfte^t man einen 83rud^, beffen 9?enner bd§ 5ßrobuft ber 

natürücf)en 3^^^^" ^*^^ 1 ^^^ ^^ ^"^ beffen Qäi)itx ein ^ßrobuft au^ 
k gattoren ift, bie man erhält, wenn man üon n ber Steige nad^ aUe 
3a^Ien Don biö (k — 1) abgießt. 

^nU^tn^ 1 (Ja iff /" ^ "^ n(n-l)(n-2)>>.(n-k + 2) 
Solgening 1. es ift [^ _ J = j . 2. 3 . .. (k-1) ' 

(n+l)n(n — l)...(n — k + 2) 



12.3 



/ n \ ii(n-l)(n-2).>>(k + l) 
In — k/ 1.2.3 ...(n—k) 



f^olgentng 2^ S)ie k*^ geteilte gaftoriefle bon n mirb gleid^ 1 , n)enn 
ber 3eiger k gifeid^ ber 3a^l n ift; fie mirb gleid^ 0, totnn ber B^W^ öröfeer 
al§ bie Baf)l ift, borauSgefe^t, bog n eine ganje pofitibe 3^^^ ift. 



§114- 

ßC^rffl<J 1. 3)ie k*« geteilte gaftorieüe öon n ift gleid^ ber (n — k)^^^ 
geteilten gaftoriellen berfetben Qaf)l. 

m^tm,. (l) = i%). (134) 

SetoeiiS. e§ ift noc^ ber eröärung: 

/n\ n(n — l)- -(n— k + 1) / n \ n(n - 1) •• (k + 2) (k4- 1) 
W k! ' ' \a — k/ (n — 



(n-k)! 
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ober, tt)cnn man ben erflcn 93rud^ mit bem SRcnner be^ jtpcitcn, bcn jtpeiten 
tBruc^ mit bem 5Wenner be^ erftcn ertüeitcrt, 



n(n — l)«.(n — k+1) (n — k) (n — k— 1)«. 3-2'l 
k!.(n — k)! 

ii(n — 1) • • (k + 2)(k+l)k(k— 1)».3»2»1 



0= 

U — kj"" (n — k)!.k! 

®Q bie Beiben S'&^ltx ber redeten ©eiten bog $|JrobuIt ber natüriid^n 
Balten t)on 1 bi§ n bilben, alfo bie redeten ©eiten beiber ©leiel^nngen einanber 
gleid^ finb, fo muffen aud^ il^re linfen ©eiten einanber gleich fein. 

Ofolgentng* S)a, ber 0*^ SSinomialfoeffijient gleid^ bem n*«", ber 1*^ 
gteic^ bem (n — 1)*^", ber 2*« gleich bem (n — 2)*«» nfm. ift, fo folgt au§ 
ber SRid^tigleit be§ SluSbrudEg t>on (x -|- 1)^ bnrd^ Umlel^rnng ber 9{ei^en= 
folge ber (Süebcr bie ©teid^ung 

Se^rfa^ 2. ®ie k^^ geteilte gaftoriette einer 3# if* 9^^^^ ^^^ 
Summe ber k*^" unb (k — 1)*^" geteilten galtorieüen ber um 1 t)ermin= 
berten ß^t)!. 

s*»„.„^ (»+•)=©+(.-,)• «^» 

»Cttici«. 2tu8 ber erflänmg öon y unb (, ^ J folgt: 

h^( " \_ n(n-l)--(n — k + 2 )( n-k+l) 
\k/ "^ \k — 1/ ~ 1 • 2 • 3 • • k "T- 

n-k + 1 



ii(n — l)..(n — k+2) _ n(n — l)--( n — k + 2) 

1.2,.3-.(k— 1) ~ l-2-3..(k~l) L k 

n(n— l)--(n — k + 2)(ii + 1) _ (n -j- 1) n (n — 1) • • (n — k + 2) 
l-2-3--k ~ 1.2-3.-k " 



(" + ^) noc^ §113, g. 1. 



ßc^rfoft 3. Sie (k + 1)" geteUte gaftorieUe öon (n + 1) ift gleid) 
ber «Summe ber k"" geteilten gaftortetlen ber Qaiikn k, (k + 1), • • U^ n. 
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Setoctö. mad) S. 2 ift: 



abbicrt man bic ©Icid^utigcn, l^ebt bie gtcicl^ett ©lieber auf betben 
©eitctt unb bead^tet, ba§ f , j = ift, fo ergibt pd^: 

ctJ)=ö+("7vr;^)-+o- 

Solgenmgen. 1. ©e|t mon in (136) für k ber SRet^e nod^ 2, 3, 4 • •, fo 
etl^&lt man: 

° n(w. — l) _l-2 2-3 . 3-4 , (n — l)n 

4- 1-2 ~"l-2"'"l-2~'"l-2~' ^ 12 

(n -f- 1) nin — 1) 

~ r2^3 

° n(n — l)(n — 2) _ l-2-3 . 2-3-4 , (n — 2)(n-l)w 

V 12-8 ■~1.2-3~'~l-2-3~' ■" 1-2-3 

_(»» + l)n(n-l)(n-2)^j^_ 



12 3-4 



1 " 1 1 1 



4- 1-3 "*" 2 ~ 3 "^ 2 "^6' 

3* Stritl^metifd^e Siei^en ^ö^erer Drbnung: 

?Rei^e a a+b a + 2b + c a + 3b + 3c+d 

1. S)tffereti}enrei]^e b b-f-c b + 2c-f-d 

2. ®ifferenjenrei^e c c -f- d 

3. S)iffercnjenret]^c d 



aagcmeincS ®«eb Gn=a + ('' ^ ^)^+(" 2 ^j'^ + Cs ^)^ + " 
©umme Sn = (j)a+Qb + g)^c + Qd + .. (137) 
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SeiffiieL S)ie ^uBiljal^Ien bilbcn eine oritl^metifd^e Steige britter Drb* 
nun9, in totläjtx a = 1, b = 7, c = 12, d = 6, e = ift. äRon er^It 

i:..={;)+7Ö+i2(°)+e(3 

Sd^rfa^ 4* 9(ud einer geteilten f^altorieUen txf)'dlt man bie %attomUt, 
beten gal^l unb Snbey um eine ©n^ett Heiner ftnb, inbem man jene mit 
il^rem Snbey multiplijiert unb baS 5ßrobuft burd^ bie Sal^I bibibiert. 

/ti— 1\_/ n \ fc+1 / ^ \ /**— 1\ n 
l fe j~\fc+l/* ^* ' lfc+1/ \ fc / fc — 1* 

/n — 1\ n ^ (n — l)(n— 2)--(n — k) n 
l k j'k + l"" l-2-3--k k + l 

n(n— l)--(n— k) 



1.2.3.-(k + l) 



iU 



§ 115. 
S>er binomifc^e Se^rfo^ ffir qani^ pofifioe (Siponenfetu 

Sie n*« ^ßotenj bc^ SBinom^ (1+x) ift gleid^ bcr ©umme üon (n+1) 
©liebern, beren ^auptfaltoren bie fteigenben 5ßotenjen tjon x9 biS x^ unb 
beren Äoeffiäienten bie 0*S 1*% 2*' • • n*« geteilten galtorieHen öon n ftnb. 

(l + a^)^=l + (^)^+(2)^^+-- + (^)^^ + -- + ^^ (188) 
Semeti^. angenommen, ber @a^ fei riel^tig für ben^ ©jponenten s, eS fei 

Durd^ SRultiplifation mit (1 + x) gel^t bie ©leic^ung über in: 

+ 1 . X +(^)x«+..+(^^Jx>'+..+(^^Jx» + x»+» 

-^+lö+^]^+l(2)+(i)]-+-+[(:)+(k:.)]-+"+-'- 
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S)araug folgt mit Sfnmenbung Don (135): 

(l+x)s+> = l + (^+l)x+(^+l)x^+.. + (^+l)x''+.. + x«+i. 

3u berfetben ©leid^ung gelongt mau aber, tüenn mon in ber ®Iei^ung 
ber 3lnnat)me (s -\- 1) für s fc^t. SBenn ber ©a^ ba^er für ben (%:= 
))oncnten s rid^tig ift, fo mujs er aud^ für ben ®yponenten (s + 1) rid^tig 
fein, unb ba nad^ § 113 Einleitung bie 9ti(j^tig!eit beg ©a^cg für bie 65- 
pomnttn 2, 3, 4 erließt, fo ift fie auc^ für jeben ganjen pofitiDen SBert 
bon n betDtefen. 

Folgerung« Se^t man in ®I. (138) x = -, fo erhält man: 

{'+zr='+(;)-:+ö-2+-H-bs+-(:)-::- 

(\)\n (a -1- b)" 
1-| — 1 = "^ fe^t unb mit a*' beibe Seiten mutti- 

^jlijiert, 

®c|5t mau in biefer ©leic^ung — b für b, fo ergibt fic^: 

(rf — &)»i = a'^— (^J'Un-i^^^^j^n-2ft2 |.(_l)n^n. (I40) 

Stnmetfung« 3)ie SSermenbung beS Sßa^calfc^en 5)reiedEg (§ 47) lö§t 
fid^ burc^ ein bem obigen ©emeiS entfpred^cnbe§ SSerfa^ren red^tfertigen: 



(a + b)« ^at ben .ftoeffijienten 1 
(a + b)i „ bic „ 1 1 

(a + bf 12 1 

(a-|-b)8 13 3 1 

(a + b)* „ „ „ 14 6 4 1 
(a + b)5 • 1 5 10 10 5 1 


benn e» ift 




(a+b)'*= (a +b)*.(a + b) 

= (a*+4aäb + 6a2 

/a5-j-4a*b-i-Üa8 

— l +la*b + 4a» 


b2_|_4ab»+b*)(a + b) 
b-^ + 4a2b3 + ab* 
b2-(-6a2b8-f 4ab*+b5 


= a*+5a*b+10a= 


'b^ä+lOaSba+öab^ + b* 
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§116- 
®efe$ bot großen 3tt^I^n* 

1. Sic SScrfid^crungSred^nung l^at il^rc maÜ)tmati\ä)t 93cgrünbung in bcm 
Don ®arbano 1545 jucrft auggcfl^rod^cncn , Don ^atoi ScrnouUi 1680 
6cgrünbeten unb Don 5ßoiffon 1811 benannten ®efe^ ber großen Qa\)Un: 
S)ic SBal^rfd^eintid^feit, ba§ eine Sfteil^c Don bcobad^teten ©retgniffen ftd^ auc^ 
toeiter na(S) gleid^em ßol^lenDerl^dltniS »ieberl^olen toirb, todd^ft mit ber Slnjol^I 
ber bcobad^teten göße unb mit bcrSlnjal^I ber in§ Stuge gefönten jufünftigcn gdllc. 
Saäenn feftgefteHt ift, ha^ Don einer SKittion SRenfd^en bie §dlfte baS 50. Seben^^ 
\af)x erreid^t ^aben, \o barf man annel^men, bajs Don einer unter anndl^emb 
gleid^en SSer^dltniffen geborenen SRillion Sinber bic ^ölfte baS 50. Sebenö^ 
jal^r erreid^en tt)erben. S)agegen ift eS unjulöffig, biejen @d^Iu§ anjumenben, 
menn nur 100 3Renfd^en ober gar nur 10 in 93etrad^t gejogen »erben. 
SSSenn in 50 Sö^t:en Don 100000 einjelüegenben Derfid^erten ©el^öften in 
Seutfd^tanb 5000 burd^ geuer jerftört ttjorben finb, fo barf man annel^men^ 
ha^ Don berfelben 3^^! Don ©el^öften in ben nöc^ften 10 Solaren nid^t mel^r 
atö 1000 nieberbrennen »erben. S5er @d^Iu§ »irb ober unfid^er, »enn bie 
Seobad^tung nur ein ^ö^i^ Iöw9 6ei 1000 ©el^öften angefteßt ift unb banad^ 
angenommen »irb, bo§ Don 1000 (Sel^öften im fommenben Sal^r nur ein§ 
nieberbrennen »irb. 

2. SSerftel^t man unter S3erfid^erung§t)rdmie bie Summe, »etd^e 
jäl^rlid^ gejal^It h)irb, bamit im gaH eine§ ©d§aben§ ber S33ert beS jerftörten 
®egenftanbe§ erfe^t »irb, fo fann bie SSerfid^erungSprdmie für ein ©el^öft nur 
unter ber 93ebingung ^/iqqq feinet SSäerteS betragen, ba§ Diele Saufenbe Don 
^ofbefi^em ftd^ ju einer ©efetlfc^aft auf ©egenfeitigfeit Dereinigen, in 
eine gemeinfame ffiaffe jd^rlic^ ^/^ooo ^^^ SBerteS i^rer (Se^öfte einjagten unb 
au§ biefer Saffe ben burd^ gcuer bem einjelnen entftanbenen SSeriuft erfe^en. 
SBol^t fann eine Slftiengefellfd^aft, b. 1^. eine Bereinigung Don ©apitaliften, 
bic um eines ©cttJinncS toÜlm übertragbare Stntcilfd^cinc bcjal^It unb baburc^ 
ein @tammlat)ital für ein Untcmcl^men jufammcngebrac^t |abcn, eine ein^ 
jetne SJerfid^erung übernel^men, ba ftc auS il^rem Kapital einen ©d^aben er^^ 
fe^en fann; aber nur bie SRenge ber SSerfid^erungen unb bie SSäieberl^oIung 
berfelben in Dielen aufeinanberfolgenben JJal^ren mirb eine ©id^crl^eit bafür 
bieten, baß bie 2lu§gaben bie ©innal^men nid^t überfteigen. 

3. gür bie Stftiengefettfd^aften finb alfo biefclben ®runbfd^e maßgebenb 
ttjie für bie (SegenfeitigleitSgefellfd^aften, »enn e§ fid^ um 93ered^nung ber 
9?ettoprdmie l^anbelt, b. 1^. ber ©ummc, bie jäl^rlid^ gejal^tt »erben muß, 
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um bic cntftanbenen ©d^äben ju bedfen. S9eibc Sitten bon ©cfeDfc^aften iftüffen 
ou§ ben 5ßrämicn il^re SSeriüaltungSf often bcden, bie SHtiengcfeltfd^aft »itt augcr^ 
bcm einen ©etütnn für i^re Seilnel^mer erjielen, ^ierburd^ erl^öl^t fid^ bie 5ßrömie 
um einen getuiffen Setrag, ber bei ber SlfttengefeHfd^aft nid^t unbebingt größer 
ju fein brandet, unb bie banad^ jä^did^ bon bem SSerfid^erungSnel^mer ju 
jal^tenbe ©umme »irb SBrutto^rämie genannt, '^m folgenben toirb nur 
bie Ermittelung ber SRettoprämie gezeigt werben, unb au^erbem foH eine SBe* 
fd^rdnfung auf ßeben§berfid^erungen eintreten. 

4. Seben^berfid^erung im toeiteften Sinn ift ein reineg ©elbgefc^äft, 
bei meld^em bie SebenSbauer ber berfid^erten 5ßerfon bertrag§md§ig ^ie ent^ 
fd^eibenbe SRoKe fpielt. 9lu§ ber 9Wenge berartiger SSerfid)erungen foHen j^ier 
nur bie einfad^en ©rIebcnSs unb bie einfad^en Sobe^fattberfic^erungen bel^pnbelt 
»erben, bei benen, tt)ie ber IWame fogt, bie SSerpf(id^tung jur ßö^Iung feitcnS 
ber SSerfid^erungggefeHfd^aft eintritt, je naä)htm ber eiujelne SSerfid^erungS^ 
ncl^mer einen beftimmten gcitpunft erlebt ober nid^t erlebt. S)ie gö^tung be§ 
SSerfid^erungSnel^merS fann entnjeber eine cinmolige ober eine »ieber^olte fein, 
im erfteren gall h)irb fie 3Rife, im le^teren 5ßrdmie genannt, ©benfo lann 
bie go^Iung ber ©efeUfd^aft eine einmalige ober eine mieber^olte fein, monad^ 
man ^apitaU unb SRentenberfid^erung unterfd^cibet. Ramien unb SJenten 
merben in ber Sftegel jäl^rlid^ gcjal^lt, unb jmor enttoeber lebenSlänglid^ ober 
für eine beftimmte geit (temporär). ®ine SRentenjal^lung fann au^erbem 
entmeber fofort ober fpöter beginnen, im le^teren gaUe mirb fie atö aufge- 
fd^oben bejeid^net. 

§ 117. 

6ier&Hd)fietfsfafd. 

1. gür bie Sered^nung ber ^ßrdmien, Seibrenten ufto. finb bie (Sterb* 
lid^feitStafeln ma^gebenb. S)iefe entl^otten ba§ ©rfal^rungSmaterial barüber, 
tüie Diele bon einer beftimmten, nid^t ju Ileinen ßal^l ©ebomer ba§ 1., 2. ufttj. 
bi§ 100. Sö^i^ erlebt l^aben. ^ierju ift nid^t nötig, bie Seobad^tung toirllid^ 
auf 100 ga^re auSjube^nen, menn e§ oud^ für beftimmte (äruppen bon ajJenfd^en 
gefd^el^en ift, ba bereits 1693 bon ^aller bie erften ©terblid^feitStafeln auf^ 
geftellt unb feit bem anbauernb bon ben SSerfid^erungSmatl^ematifem ergdnjt 
unb berbeffert n)orben finb. 

2. aSielmel^r liefert fd^on eine genaue SSolKjdl^lung unb bie Sotenlifte 
beS barauf folgenben Sal^reS ein braud^bareS Silb ber Slbfterbeorbnung, fo^^ 
bolb ba§ Seben^alter in beiben gällen angegeben ift. SBejcid^net man (nad^ 
9K. ©antor, 5ßolitifd^e Slrit^metif) bie (äefamt^eit ber n ga^re alten 5ßerfoncn 
bei einer SSol&ääl^lung mit kn, i^ie im n^^ Sebengjal^re geftorbenen in ber 
Sotenlifte mit r^, bie ©efomt^eit ber Sebenben mit ^, bie ber (äeftorbenen 
mit T, fo ift 

yJ = ^0 -\- ^1 ~\~ ^2 -\- ' - • ' -{- ^100 

^ = -To + Ti -|- Ta -j- + ^100. 

S3on lo Sßeugeborenen l^aben bann Äq — Tq ba^ erfte SebenSja^r er^ 
reid^t, bon h ©inidl^rigen Ai— ti ha^ 2. ßebenSial^r uftt). 9?ad^ bem ®efe^ 
ber großen gal^len nimmt man an, ba§ hjenn bon X^ njäl^rigen t^ geftorben 

11* 
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finb,«Don 10000 njäl^rigcn im Saufe bc§ ndd^ftcn ^al^rc^ 10000 -Tn-K 
ftcrbcn mcrbcn. 

3. S)tc auf biefc SQäcife crmtttcttcn Saf)ltn bcfinbcn fid^ unter Serücf^ 
ftd^Kgung ber einfd^lägigcn SJer^Itntffe in ^inreid^cnb guter Übereinftimmung 
mit beu bireft befonberS bon SJerfid^erung^gefeUfd^often unb 3?entenanftalteii 
gcroonncnen 9?efultaten. 2Ban l^at für bie äbftcrbcorbnung anä) ouS t^eo^^ 
rctifd^cn ©rmägungen gormein aufgefteHt bereu boKfommeufte bie Don SojaruS 
unb Saubi gegebene ift, hjonad^ bie bon einer SRillion 9?eugeborener im 
X««« Saläre nod^ Sebenben L(x) 

ftnb. Stber bie ^ier auftretenben ffionftanten A = 7,751; b = 0,9992; 
c= 1,0988; a = 0,993; H = 1,291; k = 0,4 ftnb bod^ tDteber bem em= 
^irifd^en g^^lci^wtötcriol entnommen. 

4. S)ie nad^ biefer gormel auSgeglid^ene lafel ber Stfficurajioni 
©encrali in Srieft ift mit ©rlaubniS ber ©efeüfd^aft im Stn^ang mitgeteilt 
unb iüirb ben folgenben 9tec^nungen jugrunbe gelegt. IWur ift bie Safel, 
bie im Original bon 1000000 SWeugeborenen auSge^ auf 10000 al^'äviS^ 
gong^jo^I befd^rönlt. 31I§ SittSfujs ift 4^/^, angenommen. 



§118. 
6ttmme ber btsboniterfen Sebensja^ten* 

1. gunbamentalaufgabe. SBetd^e ©umme So ift erforberlid^, 
um lo SReugeborettett big ju tl^rem Sebett^ettbe eine jäl^rlid^e SRente öott je 
je einer 9Kar! auöjal^Ien ju !önnen? 

fiüfnng* ^m n^^^ '^a^xt finb bon ben lo nod^ !„ am Seben; biefe er* 
l^alten In Ji. 5)aS bei il^rer ®eburt ^ierju erforberlid^e ffa^jital »erbe mit 
dn bcjeid^net, fo ift 

tüobei q = 1,04 ift, ha ber angenommene Biw^fufe 4|7o beträgt, gür bie Qaf^l 

^^ = ^ 
ift ber SluSbrudf „bi^fontierte SebenSjal^l" neben einigen nod^ anfed^tbareren 
in (äebraud^. gür jebc ber 3^^^« ^o 6t^ lioo öitbet man bag jugel^örige 
dn unb l^at bamit bie ©umme, meldte im n*^ ^al^re burd^ ßinfe^jing fo toeit 
angetoad^fen ift, um iebcm ber In Öebenben je eine äRarf auöjujal^Ien. ®a 
für lo = 10000 bie Qaifi lioo^O unb bemnad^ auc^ dioo = ift, genügt 
c§ bi^ jum 100. SebenSjal^re ju gelten, unb man erl^Mt bie erforbedid^c 
©efamtfumme burd^ Slbbition bon rüctroört^: 

dioo + das + «^98 H h <^2 + dl + do = %. 

2. SRan bilbet aber aud^ atte Seilfummen 

dioo + d99 + ^98 H 1- dn4.2 + dn + i + dn = Sn 

unb nennt Sn bie <Summe ber bigfontierten Sebengjal^Ien. 
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SRur btcfc Sn finb in bcr Tabelle aufgcfül^rt, ba bic dn fid^ l^icraug 
leidet ableiten laffen. ©S ift 

dioo + d99 -| 1- (in4-2 + dn + i + dn = Sn 

dioo + d99 -| (- dn4.2 + ^n+l = Sn + lf 

f olglid^ dn = Sn — Sn4. 1 , alfo ä. 93. dgo = Sao — Sgi. 

3. SRit ^ilfe bcr Sabeffe bcr In unb bcr Sn lägt fid^ nun iebe 8lu^ 
gäbe bcr cinfacf)cn SebenSbcrfid^crung löfen. SluS bcr obigen ^Eeilung in 
@rlcbcn§= unb SobeSfaH', ttjcitcr in ffiojjitat unb üientenücrfid^crung, unter 
ginjal^Iung einer SRife ober i&l^rlid^cn Prämie unb unter 93crüdEftd^tigung, ob 
bic 3a^tuttöcn tebenSlängtid^ ober temt)orär, fofort ober nad^ einem Sluffd^ub 
geleiftct mcrbcn, ergeben fid^ eine große Stnjal^t öerfd^iebcner 9lufgaben, Don 
benen ober nur ättjötf S^jjcn praltijd^en SBert ^abcn. Einige SSeifjjiele merben 
aber genügen. 

§119. 

1. (£rlebenö*ffapitalt)erfid^erung burd^ eine SOftfe. 

Slttfgabe. 3)urd^ eine einmalige 3a^Inng m foH einem einjäl^rigen fiinbe 
bie Slugja^Iung einer Summe c im 20. SebenSjal^re jugefid^ert werben, ^n 
loeld^em SSer^ältniS ftel^en m unb c? 

£üfung« 9?ad| bem ®efe^ ber großen ä^l^Ien !ann eine (Sefcttfd^aft 
auf ®egenfeitigleit eine SSerpffid^tung nur eingeben, »enn gleid^jeitig eine 
l^inreid^enbe Saf)l Don SSerfid^erungen abgefd^Ioffen h)irb. 21I§ eine fold^e l^in* 
reid^enbe 3^^! f^^^t man bie in ber ©terblic^fcitStabeHe für j[ebe§ Seben§= 
alter angeführte ßal^I ber Don 10000 9?eugeborenen in bem Sllter nod^ 
Sebenben an. ®ag crfte SebenSja^r DoIIenben nad^ ber Safel Ij = 8517 Sinbcr. 
gür iebeS berfelben »äre bie ©umme m ju jal^Ien. 93ii^ jur Stu^ja^Iung 
im 20. SebenSjal^re Derme^rt fid^ biefe Summe burd^ ßi^fe^iinfen, menn man 
4 5ßro5ent redjnet, auf 8517 • m • 1,04^® J6. ^n biefem ^al^re ift nun an 
jeben ber Don ben 8517 im 20. Saläre nod^ Sebenben, bag finb nad^ ber S^abeKe 
6698, ie c v^ §u jal^Ien. ®g ergibt fi^ barauS bie ©leid^ung 

8517. 1,04^9. m = 6698. c, 

unb bemnad^ ift m = 0,373 c, b. 1^. toenn ein Kapital Don 1000 J6 Der:= 
fid^crt mirb, fo ift in biefem Satt eine SRife Don 373 Ji einjujal^Ien. 
3Ran fül^rt aber biefe 9lufgabe, toie äffe folgenben, auf bic gunbamcntal* 
aufgäbe burd^ S)iDifion burd^ eine geeignete 5ßotenj be§ 3itt^föKor§ jurüdE. 
©tatt ber Qaffitn f offen bie 55ejcid^nungen li, I20 unb ftatt 1,04 ber Sud^- 
ftabe q gemöl^It werben, fo ift 

li . qi^ . m = I20 • c. 

2)iDibiert man burd^ q^^ fo erl^dlt man 

li I20 
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yiai) ber Definition bcr s ift nun 

^1 — qiooi ' q2"T"qi 

„ lioo j^ j^ I2 

s2--iooH h^' 

folglid^ Si -— S2 = -^ nnb cbcnfo S20 — S2i = -^, unb bic ®Icid^ung lautet: 

' (si — Sa) m = (S20 — S21) • c. 
2lu§ ber brüten ©taffei ber Sabelle entnimmt man 

si = 156193 820 = 59386 

S2 = 148003 S21 = 56330 



si — S2= 8190 S20 — S2i= 3056 

8190 m = 3056 c 
^ m = 0,373 c. 

SEBirb bie SRife im v^«^ Scben^jal^r eingejal^It, unb ha^ Kapital im 
^tcn ScbenSjal^r ouggeja^tt fo lautet bie ©leid^ung 

(sy — Sv+i) m = (Sw — Sw+i) c. 

2. @rIeben§:=ÄapitaIt)erftd^erung burd^ bauernbe 5ßrämten= 

ja^Iung. 

Sbtfgalbe. Sinem einjäl^rigen Sinbe f oll burd^ jöl^riic^e 5ßrdmienja^Iung p 
eine für ben ®rleben8fall im 20. Seben^ja^r jal^lbare (Summe c gefid^ert tnerben. 
(SRilitäröerfid^erung.) 

£0fnng. ®§ n)irb angenommen, bag bie SSerfid^crung mieberum gleid^=! 
jeitig für li fiinber abgefd^Ioffen mirb. gür biefe werben li • p .^ im erften 
^atfxe gejault, '^m folgenben ^al^re leben nur nod^ h ^nber, für meiere 
alfo l2-pv^ gejault »erben unb fo fort bis jum 19. Saläre. Unter 93erütf^ 
fid^tigung ber SSermel^rung burc^ SM^^i^fcn erhält mon big jum 20. ScbenS^ 
ja^re bie Summe 

li-p-q^^ + l2-p-q^«H hli8-p-q' + li9-p-q; 

biefe mu§ ber Stugjal^IungSfumme I20 • c gleid^ fein. S)urd^ 3)iüifion mit q^ 
unb herausgeben beS gaftorS p erhält man 

^W"^q2"^ ^qi8 + qW — ""'q^o^ 

c llOO I I I20 I ll9 I I ll 

ba nun s^ = — +.. + ^, + -, + .. + - 

lioo 1^ 1^ I20 

^20 — -lööi ^^' 

ift ber ÄtammerauSbrudE auf ber rechten (Seite si — S20, unb bie ©teid^ung 
lautet: 

(si — S20) p == (S20 — S21) c. 
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9tug ber labcffc unb burd^ ©ubtraftion fmbct man 

si = 156193 820 = 59386 

820= 59386 821 = 56330 

81—820= 96807 820 — 821= 3056 

alfo 96807 p = 3056 c 

p = 0,03157 c, 
i). 1^. für eine SSerftd^crung über 1000 Jb \\i t)on bcm einjelncn SScrftd^crung^^ 
ncl^mcr id^rlid^ eine grämte t)on 31,57 Jk ju jol^Ien. 

SQäirb bic SJcrfid^crung im v*«" SebcnSja^rc abgcfc^Ioffen auf boS w*S 
jo bcfte^t bic ©leid^ung 

(Sv — Sw) p = (Sw — Sw + l) c. 

3. (SrIebeng«ÄapttaIt)erftd^erung burd^ abgelürjte 5ßrämiett=^ 

aa^Iung. 

Sbtfgabe* SBic 2, nur foH bic ^ßrömienjal^Iung im 10. Seben^joftrc 
<iuf]^örcn. 

£Sfung* S)em obigen entfprcd^cnb erhält man 

p(li-q^^ + l2-q^« + - + lio-q^^) = c.l2o 
ober nad^ ©iuifion burd^ q^^^ 

( li 1^ I2 1^ 1^ lio\ I20 

PV"^q'^**"^qW~'''q2« 

unb ©nfül^rung ber s 

P (Si — Sil) P = (S20 — S21) c 
x)bcr allgemein: tuenn bie ^rdmienjal^Iung nad^ v ^al^ren aufhören foH 

(Sv — Sv+r) P = (Sw — S^-i-i) C. 

4. SBerfid^eruttg einer lebenglängltd^en fofort beginnenben 
Seibrente burd^ eine 90ftfe. 

Slnfgabe* ®in ©ed^jigjäl^riger tt)itt fic^ burd§ ©inja^Iung eine§ Sapitotö m 
eine lebenslängliche 3tentc Don r Jb fidlem. SBic ]^o(| ift biefe SRente? 

£9fung* 3)a borouggefe^t mirb, ba§ alle leo $erfonen gletd^jeitig biefe 
"SSerfid^erung abf erliegen, beträgt bag eingeja^tte Sopital X^^m Jb, ©inn* 
gemd§ mirb eine SRente erft nad^ einem 3a^re geja^tt, unb jttiar an bie 
l^i Sebenben, X(i(s& lei-r^ erforbert; im folgenben 3a^re mcrDen Xh^^-t Jb 
gcjal^U unb fo fort, bi§ fein Übertcbenber Dorl^anben ift, h)a§ nad^ ber SabeHc 
im 100. Saläre angenommen mirb. SiS ju biejem ßcitpunlt werben alle 
3a]^lungen öerjinft, um eine SJergleid^ung ju crmöglid^en. 2Ran ftat olfo 

leo.m.q^ = r(l6i.q8» + l62-q««H h I99 • q + lioo). 

2)urd^ ®it)ifion mit q^^ credit man 



m 



^60 (^_4_i5?_i li^??^ 

• (^60 — ^ \(^6i i" q62 -| ' qioo ^ • 
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S)icfc ©Ictd^ung !ann anä) unmittctbar geiüonnen tDcrbcn, mcnn man alle 
3a]^tungcn auf baS ©cburtSjal^r bi^lonticrt. S^crni für eine ©ummc x, bic 
in fcd^jig Salären ju m • leo anttjöd^ft, gilt bic ©Icid^ung x • q^ = m • Iso, c^ ifi 

alfo x = m-g5 unb cbcnfo für bie fotgenbcn Saläre, gü^rt mon tüicberum 

bic s ein, fo tft 

(seo — S6i)m = r.S6i 
ober aHgcmein für eine im v^«^ SebenSja^re abgefd^toffene SSerfid^erung 

(Sv — Sv+i)ni = r.Sv+i. 

5. SBetftd^erung einer lebenölängüd^en aufgefd^obenen ßeib== 
rente burd^ eine abgefürjte ^ßrämienjal^Iung. 

Stufgabe. Sin SOiäl^riger ajiann tt)ill burd^ eine jä^rüd^ bi§ ju feinem 
45. SebenSja^re ju ja^Ienbe 5ßrdmie p fidö bon feinem 65. Seben^jal^r eine 
Seibrente r fidlem. 

£9fmig. ?lfle Igo jaulen im erften Saläre Iso • p v^, im folgenben Sfal^rc 
gelten Isi-p *^ ein unb fo fort bi§ jum 45. Seben^jal^re, tt)o I45P .^ ge^ 
jal^lt »erben. S)ie SluSjal^tungen beginnen mit bem 65. Sebengjal^re an bie 
les nod^ Überlebenben, toa^ eine Slufmenbung bon les-r^^ berlangt, im 
folgenben ^al^re finb \^'V J(f ju jal^ten unb fo fort bi§ jum 100. 3a§rc. 
?tttc 3o^Iungen muffen, um berglei^bar ju fein, bi§ ju bemfelbcn ßcitpunlt 
berjinft ober auf einen früheren ä^itpunlt biöfontiert werben. 5)igIontiert 
man auf ba§ ©eburtSjal^r, fo erl^ält man bie (äleid^ung 

P Lso "1 81 "I r 45y ^ Les 1 q66 "i r 100 j 
unb fül^rt bie s ein, fo ift 

(S30 — S46)p = r.S65. 

6. ?lllgemeine ®runbfä^e für 93ered^nung bon ©rleben^^ 
berfid^erungen. 

9lad^ aWufter ber ?lufgaben 1 bi^ 5 (äffen fid^ äffe cinfad^en Srlebenö^^ 
berfid^erungen bered^nen. 3-33. eine ©tubienberfid^erung über 1000*^ 
jäl^rlid^ Dom 18. big 21. SebenSja^re burd§ eine 3Rife im 10. SebenSja^re 
toürbe unS bie gormel ergeben: 

-i^ = iooo(^+JS+^+i|) 

ober (sio — Sii)x = (sis — S22) 1000. 

gür bie Sered^nung finb jtoei ®runbfdge mafegebenb. 1. Slüe In ber 
%Oi\)^Vit beteiligen fid^ im n^^*^ Saläre an bem ©efd^äfte. 2. Slffe ßal^Iungen 
finb entoebet big jum 100. Sa^re ju berjinfen, alfo mit c^^-^ ju 
multi^lijieren, ober auf bog ©eburtgja^r ber In ju bigfontteren unb 
burd^ q"* ju bibibieren. 
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§120. 

1. Xobeöfanöerftd^crung burd^ eine SOfife. 

Knfgoie* ®in 30i«^riger 2Bann miß feinen ®r6en eine ©umme t>on 
10000 J^ im gotte feineS lobcS burd^ eine einmalige 3ö^iiii^9 ^ fidlem. 
SBie i)oäf mu§ biefe fein? 

£iifnn||* S)ie ©inja^tung toürbe l^ier mieberum mit Iso • x ^^ ange* 
nommen, bie bi§ jum 100. Setengjal^re bnx^ Sin\t^xn]tn ouf Iso-x-q'^^ 
geBrad^t »erben. S)ie Sln^jal^tungen erfolgen gmnbfö^Itd^ immer erft 
am (£nbe bcS SRed^nung^iol^reS. Da am @nbe be^ erften ^ö^reS nur 
nod^ Isi SSerfid^erte leben, finb im Saufe beS S^l^reS Iso — Isi 5Perfonen 
geftorben. Sn bie ©rben eineg jebcn berfelben finb 10000 Ji ju jaulen. 
3)icfc (Iso — Isi)- 10000 ^ fielen big jum 100. 3a^re nod^ 69 Sa^re auf 
Sinfc^iing, mad^fen alfo ju 10000 (Iso — 131) q^ -* an. Sm ndd^ften 
3a]^re fterben Isi — l32r i>ic an i^re @rben ju ja^tenbc ©ummc h)&d^ft auf 
10000 (Isi — 132) • q®* ^ an uff. big jum legten Saläre, »0 I99 — lioo fterben. 
SRan erl^ält bie ©leid^ung 

x.lso.q'«= 10000 [(Iso— l8i)q«« + (l3i — l82)q«« + -- + a99 — MJ. 



Durd^ ©iüifion mit q^^ erl^ält man 



x.^ = 10000 
qso 



ho Jsi^ , Isi^ Ua^ I I I99 ___ lioo" 

qSi qSi ' q32 q82 "1 Tqioo qioo 



SQäd^renb in ber Jflammer fic^ bie negativen ©lieber 
_ i?L _ i|. ^ au ber (Summe - h,, bereinigen, mug bon ben 

pofttiüen ©liebem erft — a6gefj)alten mcrben. ©§ ift -^ = — ^, -^ 



q q^^ q q 

l.i?l. 3)Qg tc^te ®Iieb märe -^ ^ ^' 
q q'^ q^^ q q' 



^. S)aS le^te ®Iieb märe -^ = ^. 9Kan lann aber, ba 



lioo == ift nod§ ein ©rgänjungSglieb ^ l^ier einfügen unb l^at nun 



X- 

qoi 



,^=i«ooo[i(^+i;+..+,^+,^)-(^+.+iiS) 

ober burd^ ©nful^rung ber s 

f Sso — ssi I X = 10 000 I — S30 — ssi j . 

®8 emt)fie]^It fid^ nid^t, burd§ Sso ju bibibieren, menn aud^ bie gormel 
eleganter ausfielt 

(1— u)x = 10000 (- — iiV 
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too u^sgoissi, fonbem faüS man nid^t 7ftcffigc Sogaritl^mcn bcnufet, 830 :q 
iurd^ gctt)ö|nlt^c S)ibtfion }u bcreci^nen. 

34415 : 1,04 = 33091 S30 = 34415 
312 
321 

312 S31 = 32506 S31 = 32506 
95 585 1909 
94 

1 
S)a 1909x=: 585. 1000, ift x = 3065. 

95ci Sered^nung bon u mit 5ftcfftgcn Sogaritl^mcn erptt man fölfd^üd^ 
x = 3068. 

2. 5lbgc!ür}te Xobeöfallberftd^erung burd^ 5ßrämtenjal^Iung. 

Sbtfgalbe« ©in 30iä^riger SRann h)iH burd^ ^ßrömienja^Iung eine ^tx^ 
fid^erung über 10000 Ji erwerben, bic i^m im 65. ScbenSja^re, im %aVi 
feinet %oht^ aber fofort feinen grben auSgejal^It toirb. 

£9futtg. S)ie ©injal^Iungen ergeben, menn fie bi^ }um 100. Seben^:^ 
ial^rc berjinft werben, bie ©umme 

x(l8oq'° + lgiq«^ + ---l64qn 
S)ie SluSjal^Iungen betragen im erften Saläre mit 3iiifc§äin§ bi§ juni 100. 
Saläre 10000 (I30 — l3l)q^^ im 65. Seben^ia^^re werben erftenS bie SobeS^ 
fattjal^tungen mit (Isi — hb) • q^*- 10000 unb hie ßal^tungen an bie las Übcr= 
iebenben mit les • q*^ • 10000 jn teiften fein. ^ierau§ ergibt fid^ bie ©leid^ung 
X asoq'^ + • • + l64q^) = 10000 [Gso — Wq«« + • • 
+ (l64-l65)q'' + l66q«^]. 
^ie ffitammer auf ber redeten (Seite enthält bie ©lieber 

I30 • q«^ — hi(f' + 131 • q'^ - l82q'^ + ^ + ^es • q«« - Isiq«« 
+ l64q^^ — l65q«^ + l65q«^ 
15)a bie beiben legten ©lieber fortfallen, erhält man bei S)ibifion burd^ q^^ 

I30 i?i 4_ ^31 i?? I 4_ ^3 i?l _L ^ 

q . q8o q3i ~^" q . q3i qSa "i T q . q63 qW "•" q . qW ' 

baS ift aber 

Ji (h^ _L_ i?l j_ _i_ h^ (hl _|_ i?? __!_ _L. h^ 

q Vö~^q3^ ' ^q«*/ Vq»^ ""q^ä"^ ' qW/ 

ober — (S30 — Sßs) — (S31 — ses) . 

S)ie ©leid^ung lautet bemnad^ 

(S30 — Sßs) X = 10000 —(830 — Sßs) — (S31 — ses) 
830 = 34415 ' 831 = 32506 

865= 2312 865= 2312 

32103 30194 
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s» s« -32103 : 1,04- 
*^ 312 


: 30867 
30194 


Ssj— 865 = 30194 


903 


673 


832 

69 

62 

7 

32103 x = 673 10000 
x = 210 


3)tc öereinfod)te gormel 




X = 10000 (- 
gt6t l^ier benfelben SBert. 


SSI — S65\ 
S30 S65/ 



3. SSruttoprämie unb 9?etto})römte. 

95ci all biefen 93crcd^nungen barf nid^t übcrfe^cn mcrbcn, bag fte nur 
bic Slettoprämic üefcm. S)ie SBruttoprömicn, toctd^c bic SJcrfid^crungSgefett 
fd^aften f orbern, finb etwa um 20% ^öl^cr. Slber bon bicfcn mirb in ber 
Sieget nad^ einer gewiffen ^arenjjeit eine in jebem Sa^re fteigenbe ©ibibenbe 
jurüdf gejault, fo bag bie Seiträge, wenn N bie SRettoprdmie bebeutet, fid^ 
fotgcnbermajsen geftalten fönnen: 

1. m 5. Sö^r N4-0,20N 

6. „ n4-0,18N 

7. „ N-fO,16N 



14. So^r 


N + 0,02 N 


15. „ 


N 


16. „ 


N — 0,02 N 



§ 12L* 
^rStnienreferoe. 

S)ie 5ßräntienreferöe für bie ®efamtl^eit ber SBerfid^erten ift 
gleid^ ber Ziffer enj beffen, tnaö bie SBerfid^erungögefeÜfdiaft enttneber 
fd^on em|)fangen unb fd^on geja^tt ober nod^ ju jal^Ien unb nod^ ju 
em|)fangen l^at, biöfontiert auf ben gegenwärtigen ß^i^l^^^tt. 

Stnfgalbe* S33te gro§ ift bie $rämienrefert)e einer ouf ben lobe^faff 
burd^ ^rämienjal^Iung t)on einem SOjäl^rigen abgefd^Ioffenen SSerfid^erung über 
10000 ^ na^ 10 jähriger ftontraftbauer? 

fiüfmig« Sie 5ßrdmie felbft ift ju beftimmen au§ ber ©leid^ung 

p.S80 = C.| S31I. 
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Sil 10 '^a^x^n ftnb cingejal^It 

P(S30 — S4o)q^, 



Quggeja'^tt 



= (^^^-Ss. + s«)q«. 



®ic $rämicnrefcrt)c Verteilt \\ä) auf bic I40 Scbcnben, beträgt alfo für bie 
cinjdnc aScrfid^crung 



Uo 



I — S40) — c ( - 



Sso — S40 



•S81 



+ 8«) 



aSttbct man bie 5)tffcrcnj bcr noäf ju Iciftcnben Qa^im^tn, unb jtüar bcr 
Slu^jal^Iungen 



unb ber ©inja^lungen ps4o-q**, fo erl^ält man 



l"r /'840 \ 



S4O 

©limiiiiert man p, fo erl^iUt man in beibcn gäHen bcnfclbcn äuSbrudE. 
es ift nämlid^ i) = c( — — — I nnb 



\ q S30/ 



5^ = _J_ 

Uo S40 S41 



3)cr erftc 9lu§bruct ge^t baburd^ über in 



S40 — S41 



Sso — S40 



■S31 + 



S40 • 881 



Sso S40 



-f Ssi S41 



S40 • Ssi 



— S41 



S40--S41 \^ S30 
nnb nad^ Siöifion icbcS ©liebeS im 3ä^kr unb 9?cnncr burd^ S40 



\S80 S4oy ^ S40/ 



S)er jmcitc 2ln§bmdE liefert baSfelbe SRefuItat 



S40 — S41 



S40 



ysso 



841- 

S41 
S40 



S40 



S40 • Ssi 



1 



S41 
S40 



3)a S31 : Sso = 0,94453 nnb S40 : 841 = 0,93775, beträgt im üorliegenben 

Satt bie 5ßrämienrefert)e für bie einjelne 5ßrämie t)on 170 Ji nad^ 10 Salären 

678 • 10000 



6225 



^ = 1089^. 
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§122. 
Sunbfion unb 3trgutnent 

@rnäntttg* Äonftantcn finb ®rö§cn, bic innerhalb einer SRcd^imng 
nur einen beftimmten ßnl^Ienmert l^aben. SKan 6e}eid^net fie burd^ 3^^^^^ 

ober burd^ bie crften SBu^ftaben beS Stt^^obct^: a, b, c ufttj., A, B, C 

«1, »2, as Ai, Aar A3 

SSariabeltt finb ©rößen, bie innerhalb einer SRed^nung üerfd^iebene 
Qaf^Untoextt annehmen fönnen. SKan bejeid^net fie burd^ bie legten 93ud6== 
ftaben bc§ Sltpl^abetS: x, y, z, t, u, v, w. 

Unabl^öngtgc SSariabeln finb berönberlid^e ®rö§en, benen man jeben 
beliebigen Qa^kntütxt beilegen lann, abl^dngigc fold^e, bie öerfd^iebene SBerte 
anncl^men muffen, je nod^ ben änberungen ber mit il^nen burd^ eine ©(eid^ung 
t)crbunbenen unab^ngigen SSariabetn. 

<Sinb y unb x burd^ eine ©leid^ung öerbunben, bie auger biefen jmei 
SSariabetn nur S!onftanten enthält, fo ipirb bie ©leid^ung bei einem beftimmten 
SBert t)on x nur burd^ einen (ober mel^rere) beftimmte SBerte t)on y erfüllt 
»erben. S)urd^ bic gorberung, ba§ bie (äleid^ung immer rid^tig bleiben foH, 
wirb alfo y t)on x ab^öngig gemad^t, unb man nennt y eine gunftion 
t)on X unb x bog Slrgument bon y. 

3ft bie ©teid^ung bon ber gorm, bag bie eine Seite auS bem ®Iicb y 
bcftel^t, bie anberc aber y nid^t meiter, fonbern nur x enthält, fo fagt man: 
y ift atö ejl^Ujite gunftion t)on x bargeftettt. StnbemfoIIS ift y eine 
im^jlijtte gunftion. 

3)ie Qa^ x bilbet man auf einer ^orijontalen ©eraben (X=:3td^fe) ab, 
inbem man bon einem 5ßunfte nad^ red^t^ l^in im pofitiöen, nad^ linU im 
negativen ©inne eine ©tredfe bon |x| Längeneinheiten (j. ö. |x|cm) abträgt. 
S)ie 3a^I y bilbet man auf einer in auf ber X*Std^fe fenfred^ten ©eraben 
(Y^Sld^fe) ah, ' inbem man üon au§ nad^ oben in t)ofitit)em, nad^ unten 
in ncgatibem ©innc eine ©tredfe t)on |y| Sängeneinl^eiten (}. 85. |y|cm) ab* 
trögt, mobci unter |x| unb |y| ber abfolute, b. 1^. t)om SJorjeid^en befreite SBert 
t)on X unb y berftanbcn h)irb. 

ßiel^t man burd^ ben ©nbpunft eineS beliebig angenommenen x unb 
burd^ ben ©nbpunft bc§ au§ einer ©leid^ung bere(|ncten baju gel^örigcn y 
5ßaraßclen ju ben Sld^fen, fo fott ber @d^nittt)unft biefcr 5ßaraMcn ein 
gjtib ber gunftion für biefen SBert x fein. S)er Slbftanb be§ 5ßunfte^ 
t)on ber Xr^Std^fe ift bann gleic^ bem SBert y ber gunftion. Sic 2lb* 
ftänbe t)on ber X*9ld^fe nennt man Drbinaten, bie 9lbftönbe bon ber 
Y.2l(^fe Stbfiiffen. 
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aSercd^nct man ju einer l^inreic^enben Stnjol^t Don S33erten x bie bur^ 
eine ©teid^ung jugeorbneten SSäerte y unb jeid^net bie betreffcnben gunftionS- 
punfte, fo fott bie burd^ biefe 5ßunfte beftimmte Sinie ein 93ilb beS SunÜionS^ 
berlaufg ober furj ein 93ilb ber gnnftion genannt hjerben. 



§123. 

^erfe ber dnfacf^en Sunbttonen für naffirßcf^e ^erie bes Üttgutnenfs. 
Gnodferung bts 3<t^Ib^9riffs* 

L 3ft a eine natürUd^e ga^tf i>- ^. t>a§ ©rgebni^ be§ 3ä^t^"^/ fo föiin 
man burd^ Slbbition nnb SRuItipIilation brei einfädle ejptijite guwftionen 
bilben: y_-a-|-x, y = a-x, y = x-x-x--- (amal) = x*, 
j. 89. y = 2+ X, y = 2. X, y = x • x = x«. 

©rteilt man l^terin x natürliche SQäerte, fo erl^dlt man aud^ für y natür^ 
lid^e SdSjlm. 
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2. Unter benfelben SSorouSfe^ungen erhält man 4 einfädle implijite gnnf^ 
tionen x-f-y = a, x-y = a, x==:y*, x = ay, 
toobei y» = y . y . . . (amal), ay = a • a • • • (ymol), 

5.$8. x + y = 5, x.y=12, x = y2, x = IQy. 

Um biefe e^ptiäit au^jubrücten, mu§ man bier neue Dpcrotionen ein* 

fül^ren: ©ubtraftion, ©ibifton, Stabijierung, Sogoritl^miernng: 

*/— 
y=yx, y=»logx, 



y= a — X, 
J.93. y = 5 — X, 



y= a:x, 



=12 :x, y=)^, 



^«logx. 
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ys'x 



@e^t man in tiefen ©leid^ungen für x natürlid^e Sal^Ien, fo lüirb nton 
nur für einige y notürtid^e SBerte finben. SRan erttjeitert nun ben Qaf^U 
begriff unb nennt aOe SBerte bon y, bie man auS biefen bier ©leid^ungen 
gcminnt Sollten, unb itoax wenn a unb x natürlid^e Süf)Un finb, foHen bie y 
reette S<^W^ l^eifeen. 

3. ©c^tmaninber®Iei(3^ung 
y = 5 — X, für X ber Steil^e naä) bie 
natürlid^en gal^Icn 1, 2, 3 ufU)., fo 
tftfürx = 5: y = 5 — 5 = 0. 
S)iefe ift bie erfte fünftttd^e 3ö^I. 
Sft x = 6, fo ift y = 5 — 6 
= 5 — 5 — 1 = 0-^1 = — 1, 
inbem mon bie fortlägt. (Sbenfo 
ift für x=7 

y=5— 7=-2. 

©iefeßa^Ien, eineSSerbinbung 
natürlid&er Bö^tcw mit bem Dpero* 
tion§5ei(^en ber ©ubtraftion, nennt 
mannegatibeBö'&ten. S^®egens 
fa^ baju nennt man bie natürlid^en 



3a^ten aud^ pofitibe unb fe^t i^nen ba§ Stiä)tn ber 2tbbition bor. 
negatiben y trögt man nad^ unten ab, entfpred^enb ber Xahtüt 
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gemein entftel^en auS ber ©leid^ung y = a — x für x = a bie S^^ 
a — a=0 für x = a.-\-h, bie negatiben S^^^^ 

a — (a + b)=:a-a — b=0 — b = — b. 

»T * L ®ie ©leid^ung y = 12 : x 

liefert für x = 1, x = 2, x = 3, 

y-'^-^ x=4 x=6, x=12 bienatür= 

lid^en 3a^Ien 12, 6, 4, 3, 2, 1. 

(Sefet mon x=13, fo lägt fi^ 

bie fRed^nung y=12:18 nid^t 

ttjeiter auSfül^ren, unb man nennt 

12 : 13, bag man gettJÖ^nlid^ |f 

fd^reibt, eine gebrod^ene ä^l^I. 

Sm (Segenfa^ baju l^eigen bie 

natürlid^en Sdf)Un ganje. 3e 

* ^ größer x tourbe, befto Heiner würbe 

* » , ^ bei notürtid^cn Saf^Un y. Sft x 

, * " - K X größer atö 12, fo wirb y Heiner 

r ,,, ,,.■ , ofö 1 fein, ©old^e gebrod^enen 

r , s s 7 8 9 io n .2 g^^j^j^ ^^^^^ j^^^ ec^te Srüctie. 

3fi X = 5, fo ift y = Y' ^i^^ "^"§ ätüifd^en 3 unb 2 liegen. Serlegt 
man 12 in 10 unb 2, fo lügt fid^ bei bem erften Seit bie S)it)ifton aug= 
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Sercd^net mon ju einer l^inreic^enben Stnja^I bon SSäerten x bie burd^ 
eine ©leid^ung jugeorbneten SBertc y unb setd^net bie betreffenben gunlttoiig^ 
punftc, fo joH bie burc^ biefe 5ßun!te beftimmte ßinie ein 93ilb be§ gunftionS- 
t) erlaufe ober hirj ein SSilb ber gunftion genannt toerben. 



§123. 

^orfo bor oinfac^on Sunhitonon für naffirüc^o ^orfo bos IKrgumonfs. 
®nootientng bos 3a^ibogriffs. 

L Sft a eine natürlid^e 3^^!^ *>• l^- t)a§ @rgebni§ be§ 30^^^"^^ fo !ann 
man burd^ Stbbition unb SßuItit)üfation brei einfädle ejplijite gunftionen 



bilben: 



:a4-x, y = a-x, 



- (amal) = 



y = X- x-x- 
j. 93. y = 2-|-x, y = 2.x, y = x.x = x2. 

©rteilt mon l^ierin x natürlid^e SBerte, fo erhält man aud^ für y natür^ 
üd^e 3ö^Icii- 
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tionen 
tt)o6ei 



Unter benfelben SSorouSfe^ungen erl^ölt man 4 einfod^e imt)tijite gunf^ 
x-fy = a, x-y = a, x = y», x = ay, 
3'* = y • y • • • (amal), ay = a • a • • • (ymal), 

ä. 99. x + y=5, x.y=12, x = y2, x = IQy. 

Um biefe ej^jfijit auSjubrüdEen, muß man bier neue Operationen ein* 
fül^ren: ©ubtraftion, S)ibifion, SRabijterung, ßogaritl^mierung : 

a 
y=yx, y=aiogx, 



y= a — x, 



j.«. y = 5_x, 



y = 
y = 



a: X, 



.12 :x, Y=i^, y = inogx. 
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@e^t man in btefen ©leid^ungen für x natürlid^e Saluten, fo tt)irb mon 
nur für einige y natürlid^e SBertc finben. SRan erweitert nun ben 3a]§U 
begriff unb nennt atte SBerte bon y, bie man auS biefen bier ©leid^ungen 
gett)innt Sagten, unb }foax wenn a unb x natürlid^e Balten finb, foCen bie y 
reelle 3«^^« Reißen. 

3. ©e^t man in ber ©leic^ung 
y = 5 — X, für X ber SRei^e nadi bie 
natürlid^en ^oijltxi 1, 2, 3 uftt)., fo 
iftfürx = 5: y= 5 — 5 = 0. 
5)iefe ift bie erfte fünftttd^e B^^L 
Sft x = 6, fo ift y=5 — 6 
= 5 — 5 — 1 = 0-1 = — 1, 
inbem man bie fortläßt. (Sbenfo 
ift für x=7 

y=5— 7=-2. 

©iefeßa^Ien, eineSSerbinbung 
natürlid&er Bö^I^n mit bem Dpera^ 
tion§5ei(^en ber ©ubtraftion, nennt 
man negatibe Söffen, ^vx ©egen^ 
fa^ baju nennt mon bie natürlid^en 



3a^Ien auc^ ^)ofitibe unb fe^t i^nen ba§ ^t\ä)^n ber 2tbbition bor. 
negatiben y trägt man nai^ unten (A, entfprec^enb ber J^abette 
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9 



SSDffgemein entftel^en auS ber (Sleid^ung y = a — x für x = a bie S^^l 
a — a=0 für x = a-[-b, bie negatiben S^W^ 

a — (a-j-b) = a — a — b=0 — b = — b. 

L S)ie ®tei(i)ung y =: 12 : x 
liefert für x = 1, x = 2, x = 3, 
x=:4, x=6, x=:12 bie natura 
lid^en ga^Ien 12, 6, 4, 3, 2, 1. 
(Sefet man x = 13, fo tä§t fi^ 
bie fRed^nung y = 12 : 18 nid^t 
meiter auSfül^ren, unb man nennt 
12 : 13, ba§ man gett)ö]^nlid^ f| 
fd^reibt, eine gebrod^ene 3ö^I. 
gm (Segenfa^ baju l^ei^en bie 
natüriid^en Sd^ltn ganje. ^e 
größer x tourbe, befto Heiner würbe 
bei natürlid^en 3o^Ien y. Sft x 
" " « X größer afö 12, fo Wirb y Heiner 

, r - , afö 1 fein. Solche gebrod^enen 

* '^ " '' Balten nennt man ed^te Srücf)e. 
3fi x = 5, fo ift y = Y' ^^^^ "^"ß äWif d^en 3 unb 2 liegen. 3ertegt 
man 12 in 10 unb 2, fo lägt fid^ bei bem erften Seit bie Sioifion au§:= 
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176 ©rrocttcrunö bcS Sö^^^cgriffg. 3rrotu)nale S^Ölcn. 

führen, unb man ^ai^ = 2l, lefetcrc^ nennt man eine gemifd^te Qa% 
\^ einen unechten Srud^. Sft x = 14, fo ift 

_12_2^_2 6_ 6_6 
^■~U~2-7""2'7~7~7* 

StuS 3ä^ter (Dberja^l) unb 9?enner (Unterjal^I) eines ajrud^g fann 
mon einen gleichen galtor forttoffen. S)en 3?enner 10 beutet man burd^ bic 

©teOung beS ää^IerS an unb fd^reibt 1,2 ftatt 1^. 

/» 
Sft allgemein y = a : X, a = iib + c, x = b, fo ift y = n-j- -r- 

Sft c bon JWuH berfd^ieben unb Heiner alg b, fo l^eifet - ein ed^ter S3rud^, 

Q C 

- ein uned^ter Srud^, n -f- - eine gemifd^te Qdf)t Sft c = md, b = me, 

cd a 

\o ift — = — 3ft c = 0, alfo a = nb, fo Beißt — ein uneigentlid^er 
b e b 

S3rud^, Weit er fid^ burd^ bie natürlid^e Sdf)l n genau auSbrüdfen läßt. 

5* S)ie britte ®(eid^ung x = y^ ober y = Vx liefert für x gteic^ 1, 4, 
9, 16, 25, 36, für y bie SSäerte 1, 2, 3, 4, 5, 6. 9Kit fteigenbem x »ä^ft 
aud^ ber SBert für y. 3ft x = 30, fo ift y = /SÖ, ha^ ftd^ burd^ natür^ 
lid^e Saf^kn nid^t weiter auSbrüdfen läßt. 2Kan nennt Stugbrfidfe bon ber 
gorm y30 irrationale Safjttn, weil fie fid^ aud^ burd| einen S5rud| 
(ratio) nid^t wiebergeben laffen. S)ie ganjen unb gebrod^enen Sö'^fe« l^eißen 
nun rationale. S)od^ fann man ftetg 5tt)ei SSrüd^e angeben, jwifd^en bcncn 
eine irrationale ßa^l liegt. ySÖ liegt jwijd^en y^S unb 1/36 . SBdd^ft x bon 
25 bi§ 36, fo roäd^ft y bon 5 big 6, wäd^ft x bon 25 um 1, b. 1^. um 
ben 11. 2^cil be§ StbftanbeS, fo ift eö wa^rfd^einlid^, baß aud^ y um ben 
11. Seil feines StbftanbcS, b. ^. -^ wäd^ft. SBftc^ft x bon 25 bis 30, alfo 
um 5, fo wirb y annöl^ernb um -^ wad^fen. 9?un ift (5-i^)^ = 29^^, 

(53^)2 = 30^^!' y^Ö liegt alfo swifd^en 5^y unb 5^^. ®ieS «erfahren 
läßt fid^ fortlegen, ^ier fei auf baS entf^jrec^enbe geometrifc^e l^ingewiefen, 
baS bie bilblid^e ©arftettung nahelegt. 






2- 



i 2 3 l 5 6 7 8 9 10 II 12 13 t^ 15 16 t? 18 19 20 it O Z3 Zk 25 

pr X gleid^ 1, 4. 9, 16, 25 finb bie gunfHonSpunlte beftimmt. ®urc^:= 
läuft X 5. 93. bie ©tredfe bon 9 bis 16, fo wirb y bie ©tretfe bon 3 bis 4 
burc^laufen. SRimmt man an, baß bieS längS einer geraben Sinie gefc^iel^t, 
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fo ergibt fid^ au§ ber ^Proportionalität bcr Stredcn, bog annäl^cmb yi0=2|, 
yil = 2f uff. S)a§ bie Duabrattourjeln pd^ ftreng geomctrifc^ ate ^öl^en 
rec^ttüinHiger ®reiedfe fonftruicrcn laffen, fei erttJäl^nt, aber l^ier beifeitc ge^ 
Ittffcn, ba c§ für anbere S33ur}cltt nid^t gilt ©bcnfo toerbc cS für fpäter 
t)erfd^oben, ju unterfud^en, ob e§ nod§ anbere 3«^tcn gibt, meldte bie ©leid^ung 

X = y4 bjm. y = y b erfüllen. 

6* S)ie bierte ®Ieid^ung x = IQy ober y = log x liefert für x gleid^ 
10, 100, 1000 uftt)., y gtcid^ 1, 2, 3 ufm. dagegen lägt fic^ ein beliebige^ 
log X, j. 93. log 200, bur(| feine natürlid^e ober gebrod^ene Qa^l genau mieber^ 
geben, dagegen !ann man auc^ für log 200 5tt)ei rationale Qa^tn angeben, 
bie untereinanber beliebig wenig berfc^ieben finb, unb jtoifd^en benen ber 
aBert bon log 200 liegt. 

Um annäl^emb log 200 ju ermitteln, baö 5tt)ifc^n log 100 = 2 unb 
log 1000 = 3 liegt, !ann man folgenbe Überlegung aufteilen: log 100^® toirb 
mit 21, log 1000^® mit 31 3iffcT^ gefc^rieben. SSerminbert man bie Stuja^t 
ber 3iff^^ ^^^ 10- ^otenj um 1 unb bibibiert burd^ 10, fo erl^ält man ben 

2 1 

Sogarit^mug. ®arau§ leitet man bie Siegel ab log a = , menn a^ mit 

^ Stffem gefd^rieben mirb. SRun ift 200i<» = 2^^ • 100^« = 1024 • 10^«. @§ 
njirb alfo mit 24 3iffern gefd^rieben. 2tnnä^cmb wirb alf o log 200 = 2,3 
fein. S)ag tti ben SBurjeln angetoanbte SSerfa^ren fül^rt auf ben aHju ungenauen 
SBert 2,1. ©ine bitblid^e ©arfteOung wirb beS^alb berfd^oben (bgl. ©. 197). 

3)ie Sogaritl^mcn finb atfo wie bie SBuräetn irrationale Saf)Un, fie 
(offen fid§ aber nid^t auf SBurjeln jurüdEfül^rcn bjw. burd^ eine enblid^e 3ö1^I 
bon Slbbitionen unb SRuItipIifationen in rationale 3^^^^^ berwanbeln. 

3a^ten, bie bie festere ©igenfd^aft l^aben, alfo fowol^I bie rationalen 
atö aud^ bie SBurjeln, gel^ören ju ben algebraifd^en 30^!^«; 3ö^Icn, bk 
biefe ©igenfd^aft nid^t l^aben, wie j. S. bie Sogaritl^men, gel^örcn ju ben 
tranfjenbenten 3ö^Ic"- ®o^ öi^t e§ fowol^l algebraifc^e wie tranfgenbente 
3a'^Ien, bie fid^ nid^t wie bie irrationalen jwifd^en jwei rationale einorbnen 
laffen, biefe nennt man fomplej unb im (Segenfa^ baju bie rationalen unb 
irrationalen reell. 

?♦ ®ie ftetige Qa^Unxti^t. Wie reellen 3^'^!^« la^'itn fid^ in eine 
Siei^e orbnen. SRennt man l^ierbei fold^e gebrod^enen 3^^^^^ ^i^ V^f ^ic 
mit einer gansen Sai)l übereinftimmen, unetgentüd^e gcbrod^ene 3ö^Icn, fotd^e 
irrationalen, bie mit ganjen S^'&l^ ober gebrod^enen übereinftimmen, toit 
fi, Vi, log 100, uneigentlid^e irrationale Qa^m, unb rcbujiert man innere: 
l^alb ber einjelnen Klaffen jebe Qafjjl auf il^ren einfac^ften SBert, j, 95. -^ 

auf ^, ys auf y2, fo bilben alle eigentlichen rebujierten reellen 3a^tcn 
eine Sleil^e, in ber jebeö ®lieb größer afö ba§ öor^ergel^enbe unb Meiner als 
bog folgenbe ift. 95ei biefer änorbnung werben alle pofitibcn S^^^ öt^ 
größer afö 3lnü^ alte negatiöen atö Heiner atö SRull angefe^en. 2Kan beult 
l^ierju eine Qa^^l, wetd^e größer atö alle pofitiben 3tt^Icn ift, unb iejeid^net 

Stamf>l)9''%^atx, «rtt^mctir. 37. «ufl. 12 
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fie mit +00, unb eine 3^^^» i>te Heiner afö aHe negatiben 3<i^fen (i^rem 
abfoluten SBert naä) dfo größer atö iebe negatibe B^^^O^ «nb bejeic^net fie 
mit — 00. 

SRon fteHt nun bie ^^potl^efe auf: S)ie {Heilte ber reellen Sagten 
ift lüdfcnlog ober ftetig. S)o6ci ift nic^t gemeint, bag bie ©leic^ungen 
xy = a, x = ya, x = ay für y fc^on aQe biefe Sai)Un tiefem, fonbem 
nur, ba§ eS ©leid^ungen gibt, bie biefe S^^fen tiefem. 

SSon ber ©tetigleit fönnen h)ir un§ nur ein geometrifd^eS Sitb mad^en, 
benn mit bem Segriff ber Saf)l ift für bcn natürtid^en SSerftanb gerabe bie 
Unftetigfeit (®i§!ontinuität), baS Springen bon einer ßal^t jur anbern ber* 
bunben. greitid^ l^ebt fd^on Ut ©infül^mng ber gebrod^enen Qai)Un ben 
99egriff ber benad^barten 3^^^ öuf. Sei ben ganjen 3a^tcn lönnen toxx 6 
unb 8 bie 9?ad^barn bon 7 nennen, bagegen fönnen mir jlbifd^en ^ unb ^ 
nic^t btog ^, fonbem -j^, y^ufm. einfc^iebcn, unb bei btn grrational* 
jagten fonnten mol^t jmei rationale 3ö^Ien angegeben merbcn, 5toifd^en benen 
biefe 3^^^ tag, j. 95. j/SO jmifd^en 5^ unb 5^^, aber jmifd^en 5^ uni 
ySÖ tagen nod^ beliebig biete gemifd^te 3ö^I^«/ ^i^ ^^^ SBerte yäÖ nöl^er 
!amen, atlerbingS bann einen größeren 9?enner Ratten. Sro^bem tonnten bie 
3a]§ten, fo unenbtid^ biete berfelben aud^ j. S9. jmifd^en 5 unb 6 eingefc^oben 
merben, smif d^en fid^ Südfen taffen (bie rationalen taffcn ja fold^e für 
bie irrationalen), unb mir fönnen nie bemcifen, fonbern nur annel^men, 
ba^ atle irrationalen bie Süden jmifd^en ben rationalen mirftid^ boUftänbig 
auSfüEen. 

8* S)ie Sai)Un^txabt. S)ie $ßunlte einer (Seraben folgen tüdfenlo^ 
aufeinanber. 2)rdgt man auf bem ©tral^t OX bon aug eine ©tredEe bon 
2 cm ab, fo fteöt biefe bie 3öl§t 2 bar, tragen mir 3 cm bon au§ ah, \o 
ftellt ung biefe bie Qaf)l 3 bar. Seiten mir bie ©tredte in 10 gletd^e Seile, 
fo fteQen un§ bie Stbftänbe ber Seitpunfte bon ber Steil^e nad^ hit Sai)Un 
2,1; 2,2; 2,3 ufm. bar. 

A 

X . 1 . 

S)enlen mir un§ je^t (nad^ S)ebefinb) an einer beliebigen ©teile 
jmifd^en 2 unb 3 etma bei A einen ©d^nitt gemad^t, fo foE nad^ unferer 
^^pot^efe ber ©tredfe OA immer eine 3^5^! entfpred^en. ®iefe mirb für unfere 
finnlic^ e äR effung ftctS rational auöfaQen. SBir Ratten aber geometrifc^ 
5. 93. ^6,56 genau at§ diagonale eine§ Sted^tedfg mit ben Seiten 2 unb 1,6 
fonftruieren unb bie§ afö OA ablegen fönnen, fo mürbe OA bie irrationale 
3a^l yöM barftetten. 

©bcnfo fönnte OA eine ^rrationaljal^t fein, bie fid^ burd^ feine SSäurjetn 
auSbrüdfen lägt. Sßad^ unferer ^^pot^cfe ftettt jeber fotd^e ©^nitt eine Sdf)l 
bar. ®a bie fünfte ber ©eraben Iüdento§ aufeinanber folgen, erl^atten mir 
fo ein Sitb ber lüdfentofen Qa^enmi)e, ®ie ^^potl^efe, ba§ bie Sleil^e ber 
utütn Qa^kn ftetig ift, bedtt ftd^ alfo mit ber Stnnal^me, ba§ jeber üon O 
auSgel^enben ©tredte, bie auf ber X^Std^fe liegt, eine 3^^! entfprid^i 
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§124. 

Sio Oorabo unb bio Oteic^ung orflon 
Grobes. 

1. @8 fd y bon X burd^ bie ®Icid^ung 
crftcn (SrabcS 

y = 2 + x 

ab^ngtg gcmad^t. S)a§ Slrgument x foll ju* 

näd^ft btc pofitiben 28crte bon 0,1 bi§ 4 

annehmen, unb für iebe§ 3^^"^^ fei ber 

juge^örigc SBcrt bon y bered^net unb bei 

entfpred^cnbe gunftionSpunft gcjetd^net. SKan 

erfcnnt unb !onn eö aud^ geomctrifd^ be* 

tocifen, bog alle bicfe 5ßunftc in einer geraben 

ßinie liegen. 

S)enfen toxi un§ je^t für oHe x bon 

l^unbertftet ju l^unbertftel bie jugel^örigen y gc- 

jeic^net, fo tt)irb ba§ 95itb ber gunftionöpunfte pnnlid^ nid^t me^r öon einer 

geraben Sinie ju unterfd^eiben fein. 

9?un l^atten toir bie Slnnal^me gcmad^t, ba§ burd^ 
©infügung ber irrationalen ^cAjitn jwifd^en bie gebrochenen 
bie Bö^Ienrei^e tüdenlo^ werbe. ?ltte reellen x jmifd^en 
0,1 unb 4 »erben bemnad| bie ^orijontale 2l(|fe öon 
0,1 bii8 4 lüdfenloS bebedfen, unb entfpred^enb merben 
bie y bie bertifale STd^fe bon 2,1 big 6 bebetfen. Stud^ 
bie gunItionSpunfte tocrben infolgebeffcn eine ©tredte 
lüdEenloS bebeden, unb biefe ©trede gilt jefet atö Silb 
ber gunftion innerl^alb ber ©renjen x=0,l unbx=4. 
©ine gortfe^ung für ^ö^ere SBerte öon x l^at feine 
99cbenfen. 

SSerfal^ren tt)ir ebenfo mit ber (Sleid^ung y=2-x, 
fo finben tt)ir ebenfalls einen geraben ©tra^I atö SJitb 

ber gunftion für x = 0,1 bi§ x = -f- oo. 

2. gür X tt)erben je^t aud^ bie 9?utt 
unb negative 3^^^^^ äiigrfoffen. 

y=a+x bjtt). y=2-fx 
liefert für x=0; y=2; 
für x=— 1: y=l; x=— 2;y=0; 

für x=--3: x=l; 
b.^.bie (Slcic^ung y=2+x liefert für nega= 
tiüe X biefelben 28erte toie bie ßJIeid^ung 
y = 2 — X für pofitibe. S)ic ©teid^ungcn 
y = a + X unb y = a — x finb alf o. toenn 
man negative x juläfet, nid^t me^r prinjipiett 
öerfd^ieben. ©ic fteHcn stoei ®erabe bor, bie ben 5ßunft x=0, y=a gemein l^abcn. 

12* 




^^ — I 1 1 1 — 7 

J 1 1 ^ r 

-^5;- x} y^ 

yC. f ^^^ 
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Die ©erobe unb bie ©Icid^ung ctften ®rabeg. 




3* SBirb in ber ÖWeid^ung y = a -j- x oud^ 
a SWuQ ober eine negatiöe Sa\^t, fo bcrfc^iebt |i(^ 
bie (Serabe nad^ unten. ®ie ®ieid^ung y=a-|-x 
ftettt, menn au(^ a beränberlid^ ift, eine ©d^ar bon 
^Parallelen bar. 



X 


— 2 


— 1 





+ 1 


+ 2 


2+x 





1 


2 


3 


4 


1+x 


— 1 





1 


2 


3 


+ x 


— 2 


— 1 





1 


2 


-l+x 


— 3 


— 2 


— 1 





1 


— 2 + x 


— 4 


— 3 


— 2 


— 1 






4. y = a • X bjm. y = 2 • X liefert für x gteid^ 
0, —1, —2 bie 28ertey = 0, —2, —4. S)ie 
®crabe fe^t fid^ über ben SSäert nad^ tinfö unten fort. 

5» SBirb a eine ncgatibe Qa% fo liefert y = ax für 
t)ofitibe X negative y, j. 39. y= — 3-x; bie entf^)red^enben 
aBerte finb 



y = — 3x 











11 



_3 I _6 I —9. 

??id^t unmittelbar erfid^tlid^ ift, toetd^e SBertc für 
negatibc x anjune^men pnb. 

Um bieg aufjultären, änbert man a fetoft in ber ©leid^ung y =ax. S)a jeigt 
fic§, ia'i^ ber älnberung öon a eine ®re^ung ber ®erabeny=axentfprid^t 





X 


-2 


— 1 





+ 1 


+ 2 


y=- 2x 


— 4 


— 2 





+ 2 


+ 4 


y= Ix 


-2 


— 1 





+ 1 


+ 2 


y=ix 


— 1 


-f 





+ + 


+ 1 


y=0-x 

















y=— ix 


? 


? 





-+ 


— 1 


y=-l-x 


? 


•p 





— 1 


-2 


y= — 2-x 


? 








— 2 


— 4 



SoQ bie ©leid^ung ftet§ eine ©erabe barftettcn, 
fo muffen bie atö fragtid^ bejeid^neten SBertc bon y 
pofitib genommen werben. ®a§ 5ßrobuft jwcier 
negativen Qa^Un ift alfo pofitiö. 

6* S)ie ©leid^ungcn bon ber JJorm y=a-|-x, y=a — x, 
y = ax laffen fid^ nun in eine gorm 5ufammenf äffen: 
y = ao -f- aix, unb biefe fteHt für beliebige reelle ao unb ai 
ftet^ eine ©erabe bar. S)enn burc^ ©d^iebung unb S)re]^ung 
fann eine ®erabe in jebe beliebige Sage in ber @bene q^ixa&t 
werben. ®a eine ®erabe burd^ itt)ei i^rer 5ßunfte beftimmt ift, 
genügt e§, bk SBerte Jiir x=0 unb x:;=l anjugcben, biefe 
finb y=ao bjtt). y=ao+ai; i- 9J. für ao^3, ai = — 2, "' 
yo=^3, yi = l. 
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3ft ao pofitit), fo fd^neibet bic ©crabe bie Y^Sld^fe oberl^alB be§ SRutt:= 
t)unftg, ift c8 negatit), unterl^db. Sft »i pofttib, fo ift ber SBinfel, um ben bic 
t)ofitibe Stid^tung ber X^Std^fc gebrel^t werben mu§, um mit ber ©erobeu ju^ 
fammenjufallen, fpig, bei negatibem ai ftumpf. 

7. S)te Söfung ber ©letd^ungen erften ®rabeö ift ibenttfd^ mit ber 
Stuffud^ung ber ©d^mtt:pun!te einer ©eraben mit ber X*SIdE|fe. 
3ebe ©leid^ung erften ®rabeS !ann auf bie gorm 

gebracht merben; b. i. ober nur ein ©pejiatfatt bon ao + aix = y, bei bem 
für ein befttmmteS y, nömlid^ 0, ia^ juge^örige x gefud^t mirb. 
8* Sebeö (Softem üon 2 ©leid^ungen erften ©rabeS 

AaX-j-Bay + Cg^O 
^ai bie atgebraifd^e Söfung 

(A1B2— A2Bi)x = BiC2 — B2C1, 
(A1B2 — AaB^y = C1A2 — C2A1. 
©ibibiert man burd^ B, fo ift 
Ai 

y 






Dl 



: bo -f- bl X. 



C2 

B2 B2 
5)ie Söfung beö ©^ftem^ ift ibentifd^ mit 
ber Stuffinbung ber ©d^nittpunfte jmeier ®c= 
raben, 5. 95. k 

3x + 2y=10, 5x-3y = | 
gelten über in 

y = 5 — f X, y = |x — ^g- 

X I I 2 
y I 5 I 2 
©d^nittpunft in ber gigur 1| |2^. 




X i 


3 


y 


4,72 



*l 

\n 

\ 5^ 4 

M 

. 1 1 NA^ I I 



§ 125. 
Sto ^araboi unb bio quabrafifc^o Oteic^ung. 

!♦ ^n bie ®Ieid^ung y =x2 foHen für x offe reellen 
SBerte, olfo oud^ 0, unb negotiben gal^Ien eintreten bürfen. 
S)er gaftor 9^utt mad^t nod^ bem borigen 5ßaragrap]^en 
jebeö ^robuft Sßuß, \>Ci^ 5ßrobuft ou§ ixotx negatiben 
3a]^Ien ift gleid^ bem 5ßrobuft auS jmei abfotuten ober 
pofitioen 3f^^lß«- 



X -3 


-2 


— 1 





1 


2 3 


y 9 


4 


1 





] 


4 9 



S)ie gigur l^ei^t 5ßarabel. 
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2)ie Parabel unb bie quobrotifd^e ©letc^ng. 



Sflcd^nung unb gigur jcigcn, bag rcetten x ftctö nur pofitbe y taU 
fpred^cn, bog entgegengcfefetc SBcrte öon x bcnfetocn SBcrt für y liefern. 

2* Untcrfud^t man je^t bic ©leid^ung x = y^^ j^j^ ibentifc^ mit y = yx 

ift, fo fönnen aud^ 
l^icr für Beliebige 
pofitibe ober nega= 
tibe y immer nur 
pofitiöex auftreten, 
dagegen gel^ören 
ju iebem SBert boti 
X jwei entgegenge^ 
fefete SBerte bon y, 
auger für 
x = 0. 




X 





1 


4 


9 


16 


j=i^ 





+1 

— 1 


+ 2 
— 2 


+3 +4 
—3 -4 



3* 3ci>e Duabratwurjel ift bemnad^ ämeibeutig. ®agegen finbet bie SBurjel 
auS einer negatiben ^oX^\ fein Sitb auf unferer Sbene. @§ gibt alfo feine 
reelle ^aiji,, xot\i)t bie ©teid^ung y = ^x für ein negatibeS x befriebigte. SRan 
ertüeitert nun toieberum ben 3f»^t6c9riff unb nennt auc^ bie StuSbrüdfe y — \f 
f^t y^ Bal^Ien. ®a yäÖ = /Q • ^4 ift ober aHgemein yäb = yä . y b, 
i&gt man biefe ßetlegung aud^ für bie SBurjeln au§ negatiöen S^^Ien gelten, 
fd^reibt alfo f=l = y— 1 .4 = y=T.y4. gür f^ ^at ©uler 1777 
ben 99ud^ftaben i eingefül^rt, bod^ benennt fie fd^on S)e§carte§ 1637 „ima- 
ginaire". S)er 9?ame reell geminnt erft im ®egenfa^ ju ben imaginären 
3al^Ien feine boHe Sebeutung. 

Sei unferer je^igen S)arfteffung ber gunftionen, bei toeld^er in einer 
einjigen (Sbene fomo^t bie unabhängige afö aud^ bie abl^ängige SJariable 
abgebilbet mirb, l^aben nur reelle gunftion^merte einen 5ßun!t jum S3ilb. 
©eftattet man au(^ x imaginäre SBcrte anjune^men, fo fann man bei ber 
borliegenben S)arfteIIung, bie man al§ anal^tifd^e ©eometrie bejeid^net^ 
feinen $ßunft für ein foId^eS x angeben. (Über eine anbere ©arfteHung 
bgf. § 57 ff.) 

4* Sßeben ber 
einfad^en gunltion 
y=x2 betrachten 
mir je^t ixt ju* 

fammengefe^te 
y==ax2, mo a 

eine reelle, junäd^ft eine rationale ^cüji, bebeuten foff. ©§ fei y = ^i^^x^ 
X |_4|— 3|— 2|— 1| |+l|+2-|+3|+4 
y I 1,6 I 0,9 I 0,4 I 0,1 I I 0,1 | 0,4 | 0,9 \ 1,6 

®ie gigur ift mieberum eine 5ßarabel. 



^ 

^^ *■ -3 
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5. 3ft )e^t bte aUgemeine t^unftton 

y = ao + ai X -(- a«x* 
torgdegt, fo lonn man y ft(i§ in u -j- v betört 
ieriegt benien, bafe u = ao-j-aiX, v = ajx*. 
S)iefe @(Iei(i§ungen !onn man UMii) bar^eCten, 
bie erftere butd§ eine ®erabe, bie leitete burd^ 
eine ^arabel. ^ie Slbbition ber ju einem x 
gehörigen SESerte u unb v liefert y. 
3lty = 5 — 2x-ix*, foift 

X _6— 51— 4— 3— 2 




u = 5— 2x 
V— — \x^ 
7= u + V 



17 
—18 
— 1 



15 

-12i 

+ 2i 



13 

— 8 
+ 5 



11 

+ 6i 



9 

— 2 
+7 



®ie ©leic^ung fteQt itJteberum eine "^axabel bar. 

6* ©ud^t man ben ©d^nittpunft ber 5ßarobeI mit bcr x* Steife, ]o ift 
bicfc STufgabc ibentifc^ mit bcr Söfung bcr quabratifd^cn (Slcid^ung, j. 99.: 

5 — 2x— ^x2 = 0. 

®iefc ift aud^ auf geomctrifd^cm SBcgc lösbar. SRan nimmt an, bcr 
Ißarabelbogen in ber SRä^c ber xr^St^fe falle mit einer ©craben jufammen, b.l^. 
bie 5J}ara6el fd^neibe bie x*?(d^fc in bcmfelben $un!t toie bie öon 1|2^ na(| 
2| — 1 gezogene ®erabe. ©iefe fc^ncibet bie x^Std^fc ungcfäl^r bei x=l,75. 

SRun ift 5 — 2 . 1 — ^ . If = — ^, alfo na^eju 0. SBiK man ben 
SBert genauer l^aben, fo bered^net mon y für x=l,74 unb finbet 
+0,0062. e§ mx — gV = — 0,0312 ber SBert für x = 1,75. 
Um jtDifd^en bicfcn ju interpolieren, öergrö^ert man bie ßeid^wung 
auf ba§ lOOfad^e unb finbet 174,17, alfo x= 1,7417. ®iei^ 
SSerfa^rcn, auf SKiffimcterpapier auSgefül^rt, ift bti Söfung qua* 
bratifc^er ©Icid^ungcn atterbingS umftänblid^, e§ ^at aber ben 
SSorjug, ba§ man iebe numerif d^e (äleid^ung baburc^ mit beliebiger 
®enouigfcit löfen !ann. Stritl^metifd^ berul^t e§ auf bcr ungenauen 
Slnna^mc — bal^er bcr Sßame Kegula falsorum — , baß bie 
Proportion befte^t j^ — j^ _ x^ — xo 

J2— Jl~ X2 X/ 

iDobct ju xi unb X2 bie SBerte yi, y2 befannt, yo gegeben ift 

(l^icr glcid^ 0) unb Xo bered^net toirb. S)a§ SnterpoIationSberfal^rcn bei Se^ 

ftimmung öon Sogaritl^mcn ift baSfclbe. 

S)er jmeite ©d^nittpunft bcr 5ßorabd mit berx'?(d^fc liefert x=— 5,7417. 
3)ie ©umme bcr negatiöcn aBurjcIn ift +4, ia^ 5ßrobuft — 10. 

7* 3ft y = ao -}- «ix + agx^ = ag ( 1- — x + xg ), unb l^abcn bie 

Vag ag / 

©d^nittpunfte ber $ßorobet bie äbfäiffen xi unb xg, fo ift 
(x — Xi) (x — xa) = x« + (— Xi — X2)x + X1X2 = ~ + — X + x«, 

»2 »2 




ai 



atfo — Xi — X2 = — , Xi 



ao 

.X2=~- 

ag 
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S)te ^ijperbel. 



i 

1 t i ; 



Sft bie ©leid^ung y = 3 — 2x-|-x2 gegeben, fo etl^ält man bic 
jufammcngcl^örigen SBerte 

X I —1 1 2 3 
y I 6 3 2 3 6 
S)ic 5ßarabel fd^neibet bie x^^ld^fe nid^t. ®§ gibt alfo 
feine reellen x, toeld^e bie ©leid^ung 3 — 2x-|-x^=ö 
erfüllen. Soft man in bcr üblid^cn SBeife, fo ftnbet mon 
x2_ 2x + 3 = (x — l)2-f 4 = 0, 
olfo X = 1 =b 'f^= 1 dz 21. 
S)ie ©umme einer reellen unb einer imaginären 3^^^ 
^ ^eiftt lompicy (nad^ ®au§, 1831). @inb jwei fomt)Ieye 
nur burd^ ba§ SSorjeid^en öerfd^ieben, fo l^ei^en fie fonjugiert. 

©umme unb $ßrobuft 5tt)eicr fonjugierten Sohlen ift reeH, benn bie obigen 

©Icid^ungen — xi — X2 = — unb xi.X2=— gelten aud§ ^ier. 

§126. 

12 
1. @ep man in ber ©lek^nng y = — für x neben ben pofttiöen ou^ 

negotioe SBerte ein, fo muft aud^ y negotib toerben, benn 
boS ^robuft Qu§ jwei negottöen ®rö§en ift pofttio. 



—6 
-2 



— 5 

— 2,4 



— 4 
-3 



—3 
—4 



—2 
—6 



1 
-12 



5:6 

2,4|2 ^ 



2. Um ben SBert bon y für x •= ju ermitteln, 
fe^t man für x Meine negatibe unb pofitibe SBerte 



l_ 

100 
—1200 



1 
■ 1000 
■12000 



1 1 


1 1 


' 1000 
12000 


' 100 
1200 





- 1 



Se fleiner x tt)irb, befto 
größer ttJtrb y. Sft ö eine fe^r 

Heine Ml fo >.irb ^ = co 
o 

eine fel^r gro^e 3^^^^ mcrben. 

x = — ö gibty = — co, x = -\-d gibt y = -f-w. gürx = toürbe 

bieg (x) jeben angebbaren SBert überfteigen, unb einen fold^en bejeid^net man 

burd^ 00 (unenblid^). 

5?ö^ert mon fid^ burd^ SBertleinerung ber 28erte t)on x ber SWuQ Don 

red^tg ^er, fo mürbe man für x = einen unenblid^en pofitiöen SBert er= 

galten; näl^ert man fid^ ber 9?uB t)on ber negativen ©eite, fo erl^dlt man 

12 

einen unenblid^en negativen SSäert. ®ie gunition — l^at alfo für x = jmei 

gänslid^ öerfd&iebene SBerte, fie ift an biefer ©teQe unftetig. S)arau§ leitet 
man bie SReget ah: S)urc§ Sßutl barf man nid^t bibibieren. 
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12 
SBtH man bcm SSrud^ -^ einen SSäert beilegen, fo mu§ man annel^men, 

ba§ ba§ pofitib Unenbtid^e mit bem negatiö Unenblid^en äufammenföttt, ha^ 
c§ alfo nur ein oo gibt. ®ann iüürbe bie ^^perbel alg eine im Unenblid^en 
gefd^toffcne Sinie ju betrachten fein. @ine SSorfteöung fel^It babon. SJilber 
tann man mol^l entiüerfen, ift aber bann in ©efa^r, bon bem Unenblid^en 
auSjufagen, n)0§ nur bon feinem Silbe gilt. Stud^ barf nid^t überfe^en toerben, 
ba§ jttJifc^en ber ^arftellung ber anal^tifd^en ©eometrie, bie l^ier 5ur SSer* 
finnüd^ung be§ SSertauf^ ber gunftionen benu^t tt)irb, unb ber S)arfteIIung 
ber reinen Stnal^fig, mie fie in ber ©au^ifd^en Sa^tmitnt (§ 57) gegeben 
ift, ein prinzipieller Untcrfd^ieb ifi S)ie ®au|ifd^e Qa\)lmthem |at einen 
unenblid^ fernen 5ßun!t, bie @bene ber anal^tifd^en Geometrie eine un^ 
enblid^ ferne ©erabe. 

S)ie einfad^fte Stnnal^me bleibt: S)cr SBert x = ift in ber gunftion 

y = — unjulöffig, ebenfo ift natürlid^ y = unjuläffig. 

S)a fid^ bie ^^perbet ber x^Sld^fe fomol^t wie ber y==2td^fe ftönbig ndl^ern, 
ol^ne fie ju erreid^en, nennt man biefe Slf^mptoten (SlpoQoniu^ 250 b. ®^r.). 

3. S)ie ©leid^ung xy = a fteHt alfo eine ^^perbel bar. ®in mefentlid^er 
Unterfd^ieb gegen bie ^arabelgleid^ung beftel^t barin, bag man y nid^t mel^r 
ejplijit burd^ x, nur burd^ birefte Operationen (Stbbition, SKuttiptifation, 
^otenäierung) barfteffen fann. 

Strit^metifd^ toid^tig ift, ba§ man mit ^itfe ber ^^perbel bag quabratifd^e 
(Softem x + y = a, xy = b löfen fann. 3ft x-f-y = 8, xy=12, fo 
fd^neibet bie ®erabe x 4- J = 8 bie ^^perbel in jmei $un!ten 2|6 unb 6|2. 

3)ie übrigen quabratifd^en ©^fteme fönnen gleid^faß§ grap^ifd^ gelöft 
merben. ®a l^ier aber y implijite gegeben ift, fott nid^t näl^er barauf ein^ 
gegangen toerben. ®? genüge ber §intt)ei§, ba^ x^-f-y^^a einen S'reig, 
ax^ — by2 := c eine ^^perbel, ax^ -f- by^ = c eine ©ffipfe liefern. 




§127. 

®rap^ifci)o S9fung bor hubifd^on ®tetc^ung. 

1, 3fi y = x^, fo entfpric^t jebem reellen x 
ein, unb nur ein reeffeg y, metd^e^ mit i^m bon 
gleid^em aSorjeid^en ift. Senn toenn jmei negatibe 
gaftoren x ein pofttit)e§ 5ßrobuft geben, fo werben 
brei negatiöe gaftoren wieber ein negatibe^ 5ßros= 
buft liefern. 2)er bequemen ßcid^nung wegen Werbe 
1 



= j^x3 gefe^l 
X 4 


— 3 —2 


— 1 


y -6,4 


— 2,7—0,8 


-0,1 



1 I 2 

0,1 0,8 



2,7 



6,4 
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©ropl^fd^e Söfung ber hibif(^ ©leid^ung. 




2* 93ertQuf(j^t tnan x unb 
y, fo baß x = y3, fo ifl 

3m ©egenfa^ ju ber (Sfeid^ung 

bulbct jene negattoe x. gür 
bie ß^^nung benu^en wir 



29 ■ 



I 
19 



—6,4 


-2,7 1—0,8 


-0,1 


0,1 


0,8 2,7 


6,4 


—4 


—3 —2 


— 1 


1 


2 1 3 


4 



unb berbinben bie fo gefunbenen Surbenpunfte burd§ gerabe Sinien. 

®ie 3eid^nung ergibt l/2Ö=2,6. (£§ ift aber 

2,6»= 17,576; 2,7»= 19,683; 2,88= 21,952. 
^ S)ie 3ctd^nung int lOfad^en SRajsftab ergibt bei entfpred^enber ©enouigfeit 
1/20 = 2,714. 

3* ©el^t nton ju ber Suröe 7=^30 + 03x8 über, fo liefert ber ©d^nitt:= 



pnnti biefer ^rbe mit ber Stbfäiffenad^fe ao + a8x8= 0, atfo x 
3ft yiÖ gefud^t, fo fefet man y = 10 — x». 



s- 



Fl- 



X 1 


2 


3 


y 9 


2 


—17 



X 


2,1 


2,2 


x» 

y 


9,26 

+0,74 


10,65 
— 0,65 



X = 2,1 + 0,1 



0,74 



1,39 



: 2,1 + 0,053 .-. yiO = 2,153 ftatt 2,154. 



L Stuf geometrifd^em SBege läßt fid^ ftetS eine reeße britte SBurjel 
ermitteln, daneben fönnen tompU^t (unfid^tbare) ejiftieren, biefe toerben fid^ 
bei ber algebraifc^en Söfung ber tubifd^en ©leid^ung finben. 

5* 3)ie aßgemeine fubifd^e ©letd^ung a© -j- aix -j- aex^ -[- agx® = 
toirb getöft, inbem man bie @d^mtt:punfte ber 5hirt)e y = a© -j- aix -[- asx* 
-f-asx* mit ber x*2ld^fe fud^t. 

S)a man burd^ as bibibieren fann, mirb ber Slttgemeinl^eit nid^t Sfbbruc^ 
getan, njenn man bie ^röe y = x8-f-ax2 + bx-|-c unterfud^t. 
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begeben fei bte ©(eid^ung 

y = x» — 5x2 + 2x+ll. 
IRimmt man x ^tnreid^enb gtol, fo übemtegt x* oKe folgenben ©lieber. 
?für gro^e negatiöe x mirb y negatio, für gtofee pofitiöe iJofitib. ©obolb boä 
etfte ®Iieb überwiegt, fann man mit ber SBe» 
led^nung oufl^ören. Siefe mirb na^ fulgenbem 
€d^ema ouggefül^rt: 

3 + 2J3 + 11 



x = 3 



abgefürjt 



y = [(3-5). 
= [-2 



3 + 2]3- 
-4-3 

— 4 - 



11 
11 
1 
1 







— 5 4 


h 2 


+ 11 


-3) 
-2) 

0) 




— 8 H 
jr-7 - 
-ß '- 

~5 H 


[-26 
-16 

- 8 

- 2 


-67 
-21 

+ 3 

+ 11 



1) 
+?> 

-8) 

•4) 
■5) 



■4 
-3 

— 2 

— 1 




+ 9 
+ 8 

u 




9lu§ ber ^uröc erfiel^t man, bag je eine 
SSurjel ber (äleic^ung smfd^en — 2 unb — 1, 
jtt)if(|cn 4-2 unb -\-3, jtoifc^en -|-3 unb 
-f-4 liegt. Unb jtoar annä^ernb 6ei — 1,1; 
2,6; 3,5. 

©inen genaueren SBert ermittelt man 
burd^ bie Regula falsomm (ügl. § 125, 6). 

S)a jebe Sfurtje bon ber gotm j = x^ 
4" ax^ -|- bx4- c für l^inreid^enb gro|e po\u 
üt>t X pofttib, fiir ^inreid^enb negatiöe x negatiö 
njtrb, mug fte bie ^Ibfjiffenad^fe fd^neiben, alfo 
Tnu§ bie fubifd^c (Sleic^ung minbeftenS eine 
reeÖe SBurjel ^aben. 

6. Sine jroeite SKetl^obe, fubifd^e ©teid^ungen grapl^ifd^ ju löfen, auf bk 
3- ©d^röber aufmerffam gemad^t ^at, lägt fid^ befonberg Vorteilhaft anlüenben, 
roenn ber Äoeffijient öon x^ 3?utt ift. S)ie fubifc^e ©leid^ung x^+px+q=0 
läßt fid^ in ber gorm x* = — px — q fd^reiben; fe^t man nun ftatt beffen 
jmei ©teid^ungen an, y == x^ unb y = — px — q, bon benen bie erfte eine 
l^rt)e britter Drbnung, bie jlüeite eine (Serabe barfteQt, fo »erben bie Slb^ 
fjiffen ber ©d^nittpunlte beiber Sinien bie SBurjeln ber lubifd^en ©leid^ung 
liefern, ^at ein ©d^nittt)unft bie Äoorbinaten Xi|yi, fo ift 
yi = Xi» unb yi = — pxi — q, 
aljo Xi^ = — pxi — q ober Xi®-f-pxi4-q = 0. 
8tuS praftifd^en ©rünben benufet man bie ©urbe lOy = x^ unb muß bann 
aud^ 10y = — px — q fcfeen. 
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S)ic ncbenflcl^cnbe gigur 
5etgt bie grapl^ifd^e Söfung 
ber ®Icicl^ungen 

x»—21x + 20 = mit 
ben SBuräcIn — 5, 1, 4, 

OQ 

x3+^x — 50 = 0mit 

ber SBurjel +3, 

x»— 6x + 40 = mit 
ber SBurjel — 4. 

SDie Suröe lOy = x* 
braud^t man nur einmal 
ouf inm=5ßapier ju jeid^nen. 
S)ie ®erabe läfet man burd^ 
ein ßineal barfleHen, bcm 

mon bie entfpred^enbe Soge gibt. ®ie Slbfjiffen ber 

©d^nittpunfte tiefem bie SBurjeln. 

§128. 

'^ ^^\m MvS^ auf quabrafifc^c Qtetc^ungcn surficb* 
.9 ffl^rbarc bubtfc^c Qldc^ungcn. 

S«ad^ ben Siegeln bon § 73 läfet fid^ jebe lubif^^ 
. ^ ©leid^ung auf bie gorm x^ + ^^^ + 1^^ + ^ = 
bringen, in »eld^er a, b, c pofitibe ober negatibc 
'^^ 3ö^Ictt bebeuten. 

0, fo gel^t fie in bie reine lubifd^e ®Ieid^ung 




1. Sft a = 0, b: 

x^ -[- c = über. 

Aufgabe 1. ®ie reine lubifdfie ®Ieid^ung x^ = c aufjulöfen. 
9(ufliifmtg. %vxi) Slugjiel^ung ber Subifmurjel ergibt fic^ fofort ein 

8 

reeller SBert für x. ©e^t man biefen gleid^ a, alfo y c = a, c = a^, ja 
ge^t bie auf Jhiff gebrad^te ®Ieid^ung x* — c = in bie ©leid^ung 

X3 — «3 = (X _ ^) (x2 -f ax + «2) := 

über. @ie wirb ibentifd^, menn entmeber x — a = ober x^ -[- ax + «2= 
mirb. (£§ ergeben fid^ alfo für bie Unbefannte folgenbe SBerte: 

x, = «, X2=|(-i + y=:3), x3=2(-i-y:=^). 



i$oIgetuug« 3ft c = l, fo ift x^ = lunb x = yi. ®ie brei SBerte ftnb 
Xi = 1, Xa 



=^x=-^+|y3, X3=e3=-|-iy3, 



tt)0 €2=€i^ €2^= fi* = €i- €2= 1, «l+«2= 1. 



Digitized 



by Google 



tReine unb auf quabrotifc^e ©teid^uttden surüdtfül^rbare fubifc^e ©leic^ungen. 189 

2. Sft c = 0, a^O, b^O, fo ge^t x3 + ax2 + bx + c = in 
Wc ©leid^ung x^ + ax2-|-bx = über. 

Aufgabe 2. Sie ®leid^ung x» + ax2 + bx = aufjulöfen. 

Sbtflüfung. ©onbcrt man x ab, fo erholt man: 
x(x2+ax + b) = 0, 
eine ©leid^ung, ttjeld^e ibentifd^ mtrb, ttjenn entmeber x=0 ober x^+^+^^O 
ift. ®g ergeben fid^ alfo für bte Unbefannte folgenbe brei SBerte: 

Xi = 0, X2=-|+|/j-b, X3 = -|-"|/^-b. 

3» ^ennt man eine SBurjel ber fubifdien ®Ieid^ung x = a, fo ift 
x^+ax^-j-bx+c burd^ x — a teilbar. 3)er Quotient fei x^+^i^+^^i- 
®a x3+ax2+bx+c = (x— a) (x2+aix+bi) = 0, 

crl^ält man bie beiben anbern SBurjeln au^ einer quabratifd^en ©leid^ung. 

4» ©inb (X, ß, y bie SBurjeln einer fubifd^en ®Ieid^ung, fo ift biefe 
(x-a)(x— ^)(x— y) = x«+(_a-/9-y)x2+(a^+/9y+ya)x— a/?y, 
bemnad^ a = — a — /? — y, b = a/? + /?y-|- yct, c = — aßy, 
5)iefer ©afe gilt aud^ für ®(eid^ungen l^öl^eren ©rabeg unb lautet: 

3ft ber Soefftjient bon x^ gletd^ 1, fo bUbet man bie ^oefftjienten ber 
folgenben ^otenjen bon x oug ben SBurjeln mit entgegengefc|tem SSorjeid^en, 
inbem man fie ber SReil^e nad^ ju je einer, {e jmei, je brei fombiniert, 



SButjeln 


neg. SButjeln 


Komb. 2. tl. 


tomb. 3. fil 


— 5 


5 


— 77 


— 885 


— 11 


11 


-35 




+ 7 


— 7 


+ 55 





+ 9 — 57 — 385 

x»+ 9x« — 57x^ —385 = 0. 

'@S ift alfo ftetS — c = a^y. 3ft c eine ganje 3o^l «nt> eine SButjely 
ebenfadS eine ganje 3o^t, fo ftnbet man biefe burd^ '^ttXtofx^ Don c in 
feine Xeilet. ®iefe probiert man ber 9iei^e nad| pofitib unb negatib. Sft S'"« 
3But}et y gefunben, fo bilbet man (x* -(- ax^ -j- ^^ + c) : (x — y) unb (oft 
bie übrig bleibenbe quabratifci^e Sleid^ung; 

}. 93. (SRartuS 1075b) x» + Ox^ — 38x — 160 = 

160 = 1 • 160 = 2 • 80 = 4 • 40 = 5 • 32 = 8 • 20 = • • • 
[(X + 9) X — 38] X — 160 

-|-1 10 —28 —188 

— 1 8—46—114 



+ 5 14+32 

(xs + 9x2 — 38x — 160) : (x— 5) = x« + 14x +_32 

Xi = 5, X2=-7 + yi7, X3 = — 7 — ]/l7. 
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190 Sarbanifd^e Söfung ber bibifc^en ®lei(^ung. 



5, 3fl a = 0, fo Dereinfad^t \\6) bie§ SSerfol^ren (nad^ ©ocrtng). 
3ft c = y • / unb y eine SBurjel ber ©leid^ung x' -|- bx -f- c = 0^ 
fo ifl y8+by + y/=y(y2-}-b + /) = 0, alfo y=zti — h--y. 

3)a§ Ouabrat etne^ Ztikx^ mug gleid^ ber negatiben ©umme bei^ 
anberu SeilerS unb bei^ Soeffijienten bon x fein; 
ä. SB. (SRartug 1069a) x» + 6x + 88 = 
88 = 1.88 = 2.44 = 4.22 = 8.11; (—4)2 = — (6 — 22); 

alfo ift Xi =: — 4 
(x3 -f 6 X + 88) : (X + 4) = x2 — 4 X + 22 ; Xg = 2 + 3 i /2 ; 

X3=2 — 3iy2. 

6* Stud^ rottonale gebrod^ene SBurjeln fann man burd^ bieg SSerfo^rcn 

ermitteln. Die ©leid^ung x^ — l|x — A = gel^t burd^ ©rweitem mit 64 in 

64x3— 120x — 36 = über; |e^t man 4x = x', fo 

erpt man x'» — 30x'— 36 = 0. S)a 

1.36 = 2. 18 = 3. 12 = 4. 9=6. 6, 6«=— (— 30— 6), aIfoiftx'i=6, 

7* 3ebe fubifc^e ©leic^ung Iä§t fid^ auf eine rein fubifd^e baburd^ rebu* 

jicren (©erfahren bon StR. 5ßafd^), ba| man x=: ^j — ~ fe^t unb bic un* 

beftimmten 3^^^^ ^ ^^^ H^ fo beftimmt, bafe bie ^oeffijienten bon x^ unb x 
gleid^Seitig berfd^toinben. 

§ 129. 
Sarbanifc^c SBfung ber bubifc^cn Qldc^ung. 

L (Entfernung beS quabratifd^en ©liebet. 
erfe|t man in ber ®Ieid^ung x^+ax^^ bx+c=0 bie Unbefannte x 
burd^ x' — -, fo erl^ält man eine rebujierte fubifd^e ®Ieid^ung bon ber 

o 

es ift (x»+ax*+bx4-c):(x+|Wx«+|ax+b'+^-^, wenn 

2 2 1 

man b — ^a = b' unb — a^— -^ ab + c = q fefet. Sllfo 

x8 + ax*4-bx+c = [x+|Vx*+|ax+b'Wq. ebenfo ift 

„ , 2 , ,, / , a\/ , a\ , /wenn man mieber ben ateft 
x«+3ax+b' = |^x+3J(^x + 3J+p, \^^^^ ^ bejcid^net 

xB + ax^+bx+c==(x+|)(x+|)(x+|) + (x+|)p+q 

=x'3+px'+q, 
njobei alfo q unb p bie bei ber Diütfion burd^ ^ + q ^^^^Itenen atcftc ftnb. 
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Sßenbet man bai SSerfa^ren ber abgelürjten 2)it)ifion (§ 30, @(i^Iug> 
auf (x»+9x*— 57x— 385):(x+3) breimol on, fo ergifit Wä) 
-3) 1 6 —75 —160 
-3)1+3 —84 
— 3) 1 

x's —84x'— 160=0, wo x'=x+3. 

SBirb bei ber JRebuftion q = 0, fo ift — -^ eine SSSurjcl ber ©leid^ung. 
SBivb p = 0, fo bleibt eine reine lubifd^e ®leid^ung übrig. 

2* ©arbanifd^e Söfung. 

S)ie ßöfung ber hibifd^en ©leid^ung gelang um 1515 bem ^ßrofeffor 
in ^Bologna ©cipione bei gerro, fp&ter Sartaglia in SreScio. 1545 ber* 
öffentlid^te Karbano (ou§ 5ßabua) bie Söfung unter ©inmeiiJ ouf iene ©ntbedcr. 

Der geniale ®ebanle, ber jur Söfung ffil^rte, fd^eint l^eute red^f cinfad^r 
®a eine Shibifmurjel nid^t genügt, öermanbte mon bie «Summe jttjeicr 
Äubifmurjeln. 

Sft bie rebujierte lubifd^e ®Ieic^ung x^-|-pxd~q = 0, unb fefet man 

x=yzi+yz^, fo ift x8=zi4-z2+3yz7z^(yzr+yz^) 

3 

ober x^=Zi-|-Z2+3yziZ2-x. Siefe ©leid^ung foH nun mit ber gegebenen 
ibentifd^ fein, b. ^. 

3 

X^ — 3yZi-Z2-X — (Zi4-Z2)^X^ + PX + <l» 

bann mu§ Zi-|-Z2= — q, ZrZ2=(---^) fein. Zi unb Z2 finb alfo bie 

SaSurjeln ber quobratifd^en ®Ieid^ung 

z^+qz + ^-|J=0, 

meldte bie quabratifd^e aiefolbente ber fubifd^en ©leid^ung Reifet. 
3)ie SBilbung ber SRefoIbente gefdf)ie^t nad^ folgenbem ©d^ema: 

x3 + 6x— 7 =0, xr=}^+)^zr 

z2 - 7 z -|-/'^Y= z" — 7z — 8 = 0, 

49 , _ 49 , 32 81 / 9\2 

T+8 = T + T = T = (=^2J' ''-^' '" = -1' 

X =)/8 + 5^^=2—1 = 1. 



('-7= 
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Sorbantfci^e fiöfung ber htbifc^en ©leid^ung. 



5)ic allgemeine Söfung lüürbe folgcnbc fein: 

x» -[- px + q = 0, X = yzi + yz^, 

^-ß-(»+IJ-_(f+l)=». 

Sfl bie borlommenbe Duabratmurjel reeH, fo ifl flet§ nur eine reettc 
SSäurjel ber ®Ieici^ung Dor^nben unb burd^ bie Karbanifd^e gormel ober 
beffer burd^ bie quabratifd^e SRefolbente berechenbar. 

3* 5iompleEe SBurjeln. 

SKeben einer reellen SBurjel Xi = a eyiftiercn jmei fonjugiert fonH)Ieje 
SBurjeln ber fubifd^en ©leid^ung, bie man, menn a eine rationale Qoi)l ift, am leides: 
teflen baburd^ gewinnt, ba§ man ben Duotienten (x^+px+q):(x — a)=0 fe^t 
j. 93. x3+6x— 7=0, Xi=+1, (x3+6x— 7):(x— l)=x2+x+7 = 0, 

X2=-^ + -^y27, X3=-| 



2 ' 2 

$robe: 



|V27. 



— 1 


1 27 

4+ 4 


—7 


+ 1-1^27 


-l-^v^ 




+ 1 + 1^27 


-l+l^ 





x»+Ox« +6x —7=0. 

OTgemein ift x = Yz^-^'^, fe^t man yzi=l/l- (yzi) unbbenu^tfür 

3_ 1 : 

yl bie brei berfd^iebenen fubifd^en ®in^eit§n)urjeln €i = s = '---\--^'^3 

€2 = 6^ = — - — -^ys, €3 = €^ = 1, ttJö^renb man \yzi) reeH läfet unb 
gleid^ z' fe^t. 

3 3 

9Kan erhält für yzi bie brei SBerte z', €z', e^z', ebenfo für yz2 bie 

3 3 

SBerte z", «z", «*z". x = yzi + yz2 ^at alfo neun SBcrte, bon btefen finb 
aber nur brei broud^bar, weil Xi-|-X2+X3=0 unb Xi-X2-X3= — qfein mH|. 
S)ie8 ift ber goß, wenn 

xi=:z'+z", X2=«z'+e2z", xs=e22'+ez", 

b0Xi + X2 + X3=(l + « + «')z' + (l + « + «')z" = (l+« + «'')(z' + z"), 

l+«+tMft gleidl ««uff. ©benfo ift 

X,.X2-X3 = 2'ä+z"''+(l+«+«2)z'2z"_|_(l_|_j_j_j.2)zV'2 = Zj_|_z2^_q, 
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§ 130. 
SBfung bos Casus irreducibilis bcr ftubifc^cn Qldc^ung. 

gül^rt bic quobratifd^e 9lcfoIbentc z^ -f- qz — 07==^^ ^^^ fubifd^en 

■©leic^ung x^-|-P^+<l=0 ^"f lompleyc SButjeln, fo bcäcid^netc man bicfen 
^unöi^ft nid^t lösbaren goU ofö Casus irreducibilis. ®cr crftc, lüdd^cr aud^ 
fold^c ©leid^ungcn bemältigtc, mar SombelH (1572, Bologna). (£lnc t)0Üc 
i^coric, befonberS ©nfid^t in bic ^ocffi5ientenctgcnfd^aften, gab SSicta (1591, 
'^artg). ®ie 9lu8nufeung ber ©arbanifd^cn Söfung aud^ in bicfem gall gelang 
iiber erft nad^ ber ©ntbedfung bc§ aKoiörefd^en @afee§ ß^telmein (1824). 

1. Söfung burd^ ben SDiotörefdöen Sag. 

(Sinb Zi unb Z2 fomplej, fo fc^t man (§ 60) 

Zi = Q cos ^ -[- ß i sin ^, 22 = Q cos ^ — ^ i sin gp, b. 1^. 



q i/q' I p' 

q2 q^ p^ . 

ö'^COsV= i o2gJn2^3_ — J^ X^ Q^jp 

4 4 4/ 



3 



P 
^2 (cos 2(50 4- sin 2^) = q^ = — ^, 



f/ 27' 



-q/2 



tRad| bem SRoibrefd^en ©afe ifl 



3/ ; — ^-. W . . . W 

ycos (jp -f- 1 sm 9 = cos -^ -[- 1 sin ^, 

3^ — 3- 3 ____ — -1/ p/' <p , . . ®\ 

alio yzi = ]/ (>• ycos 9 + 1 sin9p= 1/ — |lcos-|^ + isin-|-l, 

yz7=y>-ycos9)— isin9p=l/— |(cos-| 



• • 9P 

isin- 

x=*y^+'y^=2]/-|.cosf. 

9hin ifl aber 

cos 9) = cos (g) + 3600) ^ eos (g) + 720«) = cos (g) + 1080«) =•..., 

flatt I fann man alfo auc^ 1 + 120«, ^ + 240«, |+ 360« . . . üer= 

O o O , . 

n)cnbcn. 

Äantbr^sX^ocr, Strtt^metif . 37. 9luf l. 1 3 
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194 fiöfung bcS- Casus irreducibilis ber lubifd^en ©leid&ung. 

®a cos (~-f- 360^1 = cos^ unb bic tocitcrcn SSäcrte ebenfalls mit früheren 
jufammcnfaHai (bgl. § 61), erl^ält man bic SBcrtc: 

• x. = 2]/r|.cos(-|+120o)= _2y~|.cos(60o_|-). 

X3=2y-|.cos(f + 



2. ®oniometrifd^e Söfung (58ieta, 1591). 
®a cos 3a = 4 cos* a — 3 cos a, 
fo ifl für 9 = 3a, ^=cc, .'.cos*-?^ — 7^®q — -rcosg) = 0. ©rlücitert 

ö ö 4: ö 4: 

man bie§ mit 8 k* , f o ift 8 k* cos* ~ — 6k* cos -^ — 2 k* cos gp = 0. Se^t man 
X = 2k • cos -^^ alfo x* — 3k^ • x — 2k* cos gp = 0, fo mirb biefc ©Icid^ung 

ö 

mit X* -|- px + q = ibcntifd}, mcnn 3k2 = — p, 2k* cos 9 = — q, 
atfok=(— ^)', cos(p = —^:(—^\ ift. Semnac^ ift 



xx = 2j/- 



P ^ 



©tatt g) barf man micbcr ^ + 360 ^ ober 9 + 720^ fefeen unb cr^lt: 
i, = -2j/I|.cos(60«— 1), 



, = _2J/ZI.^(6«.-|), 

•^ = -^•(-3) • 



mo cos 

3ft cos 9) negatib, alfo gp.fhiwtpf, fo mirb X3 pofitib. Keffer »ä^lt 

man bann 

.3 



cos 



V = |:(-|)'. ^ = 180«-^. X3 = 2]/-|cos(l200-|). 



Digitized 



by Google 



Söfunfl beg Casus irreducibilis ber fuBifc^cn (Slcid^ung. 



195 



3. »eiftndl. x» — 3x + l = 0, 

z^ + z — 1=0, z foinpley, alfo cas. irr. 

p=— 3, q=l, co8g) = — -|:(— ^j , 05089)=—-, 9) = 120^ 
x,=. 2]/— 1^. cos -| = 2 cos 400 =1,532, 

X2=— 2]/— ^. cos (60«—|-)=— 200820« =—1,879, 

X3=~2l/— -|.co8f60o+-|j=— 2cosl00o=+2.cos80o=0,347. 

»eiftrfel n, x» — 42x + 22 = 0, 

z2 + 22z— 143 = 0, 143 >1P, alfo cas. irr. 



Nnm 



Log 



Op 



Sformeln 



14 

2 

2^14 

14 
14» 

yü» 

l:Vi? 
11 

cos 77« 53' 
y = 1020 T 

cos -^ = cos 34« 2' 

Xi = 6,202 

cos 25« 58' 
2^14 
— x, = 6,728 

cos 85 «58' 
2^14 
Xj = 0,526 

Xi+x, + x,= 
Xj . X3 . Xa == 21,98 
flatt 22 



1,1461 


:2 


0,5731 


+ 


0,3010 


+ 


0,8741 


1,1461 


.3 


3,4383 


:2 


1,7192 


t)Ott9,9.. 

+ 


8,2808 


1,0414 


+ 


9,3220 


9,9186 


+ 


0,8741 


+ 


0,7927 


9,9538 


+ 


0,8741 


+ 


0,8279 


8,8472 


+ 


0,8741 


+ 


9,7213 



p = — 42 
q= 22 

2|/-|-2n4 

cos v = 11: 1^14« 

y = 180 « — y ; 
x. = 2l/-|.co8| 



Xfl = 



_2/— |cos/60«--|\ 
2/IIcos/l20«--|j. 



13* 
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.196 ©leic^ungen merten unb l^öl^eren ©rabeS. 



§1BL 
Qldc^ungcn oicrtcn unb Pieren Qrabos. 

1. 2)ic Söfung ber ®lcid^ungcn vierten ®rabeÖ gelang Sarbanoö Sd^ükr 
gerrart fd^on öor 1545, inbem er eine fubifd^e SlefolDente auffteffte. 5)ie 
allgemeine Söfung ber allgemeinen ©leid^ungen fünften unb l^öl^eren ®rabe§ 
mittetö SBurjelgrölen ifl unmöglid^, mie ber 9?ortt)eger 2l6el 1824 bemie^. 

SRit ^ilfe tranfjenbenter gunftionen finb aud^ biefe lösbar, unb jebe SBurjet 
einer numerifd^en ®Ieid^ung fann mit beliebiger Slnnö|erung angegeben ttjerben. 
®ie allgemeine Söfung fpejieHer ©leid^ungen l^öl^eren ®robe§ ift nid^t an^^ 
gefd^Ioffen, j. S3. ber ©lei^ung x'^-f-px + q^^O. 

2. Sft y = ao+ aix + aax^-j 1- an-ix"-i + x», alfo a« = 1, 

unb finb «,/?,/••• bie Sßur^eln ber Oleid^ung, fo ift an - 1 = — « — ß — y • • -r 

an-2 = «/? + «7 -) f- ßy-] , enbli^ a« = (—«)• (—/^) • (—y) • • • % 

n^eil y = (X — a) . (x — /9) • (x — 7) . ♦ . . ift. 

@inb bic a ganje 3«^^«^ fo finbet mon jebe ganje SBurjel baburd^, 

\>a^ man ao in feine Seiler jerlegt, biefe ber Sieil^e nad^ für x einfe^t unb 

unterfud^t, für meldte bon i^nen y öerfd^minbet. 

29 135 
5)ie ®Ieid^ung bierten ®rabeS x* ^ x^ + 24 x j^ = ttjirb ju« 

nä^ft mit 16 erweitert: 16x* — 29-8x2 + 24- 16x — 135 = 0, ftatt 2x 

fe|t man x' unb unterfud^t bie gunftion y = x'^ — 58x'^ + 192x'— 135. 

^a 1 • 135 = 3 • 45 = 5 • 27 = 9 • 15, öerfud^t man mit biefen Seilern ber 

atcil^e nac^ 

{[(x'+ 0) x'— 58] x'+ 192} x'— 135 = y, 

x'=l 1 —57 +135 0, 

x'3+x'2 — 57x' +135 = 0, 

x'=3 4—45 0, 

x'2+4x' —45=0, 

x'=5 9 0, 

x' +9=0. 

13 5 9 

®a x' = 2x, finb bie SSäurjeln ber Oleid^ung — , — , — , — -^• 

3. 99ei allen numerifd^en ®leid^ungen, aud^ tranfjenbenten, ift bie Regula 
falsorum uerttjenbbar, bie mannigfad^e SSerfeinerungen julö^t. S)a8 5ßrinjip 
bleibt aber immer, bo§ man einen fletnen gunftion§jun)a(|ö bem entfpred^enben 
^rgumentjumad^g proportional fefet. %vt% ^ben fd^on Säürgi unb SSieta getan. 
SSolIIommener ift SagrangeS SKetl^obe ber 2luflöfung mittele SJettenbrüc^en, 
lüobon in § 103, 3 eine 5ßrobe für bie ®leid^ung 10^ — 5 = gegeben ift. 

4. 2llle reellen SSSurjeln numerifd^er ©leid^ungen laffen fid^ femer \i(X' 

burc^ finben, bafe man bie ©d^nittpunfte ber filirbe yr=ao + aiX-| 1- anX" 

mit ber x^2ld^fe grapl^ifd^ auffud^t. ®ie 3ci^nung mu§ aUerbingg burd^ bie 
aied^nung ftetS mieber unterftü^t merben, fobalb eine meitere 9lnnä]^erung 
gefuc^t mirb. SBefentlid^ geförbert mirb bieg SSerfal^ren burd^ Slnmenbung ber 
3)ifferentialred^nung, bie fpöter geboten werben mirb. 
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5. Sine 3wf^nimenflcllung ber fd^on Bel^anbelten unb einiger tranfjen^ 
bentcr ^rbcn ifl in ben beiftel^enben giguren gegeben. SBo bie 95erecl^nung 
gn umftanblid^ ifl, mie }. SB. bei ber 
logaritl^mifd^cn ^röe, entnel^mc man 
bie SSSerte einer 2:af el. ©ine geid^nung 
Quf SRillimeterpapier beranfd^aulid^t 




ben SJerlouf einer gunftion ungleid^ beffer atö eine bloße 2:afel, unb man 
fann aug i^r fogar 3^i)^cwtt)erte mit leiblid^er ^cnouigleit cntnel^men. 
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1. Kapitel, ^ifferettfialquofiettfett. 

§ 1B2. 
S)tffcrcnftafe. 

1. ©inb y unb x burc^ eine ©Icid^ung öerbunben, bte außer Mefen 
jiüei SJariabeln nur Sonftantcn enthält, fo ttjirb bic ©leid^ung bei einem 
beftimmten SBert bon x nur burd^ einen (ober mel^rere) bcftimmte SQäerte 
öon y erfüllt »erben. ®er SBert bon y ift alfo öon bem bon x abpngig, 
unb man nennt y eine gunftion öon x unb x ba§ 2lrgument bon y. 

®e]^t man bon einem beftimmten SBert xi ju einem anberen xg über, fo 
nennt man bie S)ifferenj ber SBerte X2 — xi ben S^^^^^ bon xi unb 
bejeid^net i^ mit 2j^xi unb ben ßuttJad^g bei einem beliebigen SBerte bon x 
mit A^- S)ie gunftion nimmt entfpred^enbe SBerte yi, y2 an, il^r 3iiiüad^§ 
ttjirb mit ^ji beäie^ungSttjeife ^y bejeid|net. 

Sft y = a + bx + cx2, 

fo ift y + Ay = a + b(x + Ax) + c^(x2+2xAx + (Ax)^) < 
über Ay = bAx+2cxAx+c(Ax)^- 

2. Unter einem Differential berftel^t man einen fo Heinen 3^^öd^^, 
ha% fein Cluabrat neben bem SBert, bon meldiem man ausgegangen ift innere 
l^aib einer borgefd^riebenen ®enauigfeit§grenje feinen (£inf(u§ auf bie Sled^nung 
ausübt, aud^ menn e§ mit einem beliebigen aber enbüd^ großen göltor multi= 
püriert mirb. gür eine beftimmte ®enauigfeit§grenje unb beftimmte in S5e= 
trac^t fommenbe gaftoren ift t>a^ Differential alfo l^inreid^enb flein ju 
md^Ieu. SRan nimmt an, baß fold^e Differentiale aud| bei beliebiger ®enauig= 
feitSgreuäe ejiftieren, unb nennt fie bann unenblid^ flein, ba fie ftd^ ber 
^utt beliebig näl^ern, ol^ne fie im allgemeinen ju erreid^en. 

©in Differential ift alfo ein unenblid^ fleiner 3^^^^^^ 
beffen Duabrat unbefd^abet ber Stid^ttgfeit ber Siedfinung gletd^ 
iflnü gefegt tüerben barf. 

$D?an bejcid^net baS Differential bon x mit dx, ba§ bon y mit dy. 

3. Sft y = x3 unb mäd^ft x um dx, fo muß y um dy mad^fen. @S 
märe nun y -f dy = (x + dxf = x^ + 3x2 ^^ -f 3x (dx)« -f (dx)3. Sft 
dx l^inrei^enb Hein, fo barf id^ y-f-dy = x^ + 3x2dx fefeen, b. % 
dy = 3x2dx. 
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93cifpiel: Sinb bie Tanten ctneS cifernen SBurfetö bei O^C bi§ ouf 
mm genau 1 m lang, fo fann ber 3flaumin^att be§ SBurfetö, bo bie Sängen- 
tneRung um 0,4 mm falfd^ fein fann, 0,9996» = 0,998799519936 cbm 
betragen, b. 1^. um runb 1,2 cbdm Heiner afö ein cbm fein, ©el^nt ber 
SBürfel fid^ nun infolge einer 2emt)eraturer]^ö^ng Don 100® C in jeber 
laWd^tung um 1,1 mm aug, fo mürbe fein SRauminl^att rec^nerifd^ 1,0011» 
= 1,003303631331 cbm betragen. S)a aber bie cbdm fd^on um 1,2 größer 
ober Heiner fein fonnten, l^at e§ feinen @inn, bie cbcm unb cbmm no6) jü 
berüdftd^tigen. 2«an f^reibt alfo 1,0011» = 1,0033 mit ^inreic^enber ®e^ 
nauigfeit. 

3n biefem gaU mirb alfo fein gel^Ier begangen, menn man ba§ Clu abrät 
t)e§ Heinen aber bod^ leidet angebbaren Santenjumad^feS, nömlid^ 11:10000 
gegenüber ber Sänge 1 ber .©ante, bei Säered^nung beö SSoIumeng beS öer^ 
firöfeerten SBürfelS öerna^Idffigt. 11:10000 berpt fid^ alfo l^ier fo, mie e§ 
^on einem Differential geforbert mirb. S)a e§ enblid^e Größen gibt, bie iti 
beftimmter ®enauigfeitggrenje bie gemünf d^te ©igenfd^aft l^aben, ift bie Stn^ 
nal^me bered^tigt, baß e^ unenblid^ f leine ®rö§en gibt, bie bei beliebiger 
^enauigfeitggren5e bie Sebingung erfüllen. 

4. ®er 3tu§brudf Differential barf, menn feine ©enauigfeit^grenje an= 
gegeben ift, nur auf unenbltc^ Heine ®rö§en angemanbt merben. Sei jeber 
IBerfinnlid^ung burdt| 3ö^len ober 3ci^^M"9 ttierben bie Differentiale natur=s 
l\6) enblid^ groß abgebtlbet, aud^ fd^abet eg nid^tS, menn in ber SJorftettung 
ftet§ mit enblid^en l^inreid^enb fleinen ®rößen ftatt ber Differentiale operiert 
wirb, mag ftreng genommen nur geftattet ift, menn eine ®enauigfeit§grenje 
engegeben ift. 

5. SBenn mir annel^men, baß x alle reellen SBerte burd^läuft, fo mirb 
€§ ftetS möglid^ fein, ben ßwttjad^g A^ fo ^^^^^ i^ mad^en, baß fein ab^ 
foluter Setrag unter einer beliebigen ®röße d bltibL Dagegen ift e^ nid^t 
fidler, ob bie jugel^örigen gunftion^jumöd^je /\^j bann unter einer beftimmten 
Oröße € bleiben. SBir finben j. «. tg{900 — ^) = + w, tg(900-f d) 
= — CO, mo CO eine fel^r große S^^ ift. Die gwnftion y = tgx® ift bei 
x = 90 unftetig. 

©ine g^ttäftion ift ftetig innerl^alb beftimmter ©renjen, menn 
einem 9lrgumentbifferential ein gunftionSbifferential entfprtdt|t. 

6. aKan fann ha^ Strgumentbifferential dx im allgemeinen pofitiP unb 
für eine 3fled^nung fonftant nel^men. Denfen mir un§ barunter j. 93. für 

«ine 3ctd^«iii^9f i>eren ©enauigfeit nid^t unter ^t^ mm gel^t, ein laufenbftel mm. 

Da§ Duabrat märe 1 : 10^ mm, unb biefeS mürbe felbft burd^ ben gciftor 
10000, ber größte, ber bei ben üblid^en Dimenfionen eine§ ä^^^^bretti^ 
^uläffig ift, nid^t }u einer barfteHbaren ®röße. 

Da§ Strgumentbifferential ift ftet^ J)on S^ull J)erfd^ieben, 
man barf alfo burd^ baöfelbe biJ)ibieren. 
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Stoibiert man eine enblid^e ®rö§c burd^ ein Differential, fo mirb ber 
SBert, »cnn ba§ ®ifferenKaI unenblid^ Hein ift, nnenbltd^ qxo% werben. ®icS- 
„unenblid^ Gtojs" ift aber fd^orf jn unterfd^eiben bon ber mit oo bejeid^- 

neten S^% ^^^ bejeidbnet e§ mit w. ®§ ift 00=^, w = ^ . ^abti ift 

ü 

ber Übergang t)on co jn 00 aber nid^t einfod^ ^u benfen. 3n unferm Seifpiel 

ttjar (5 = T?:77Knim, ift 1 = 1 mm, fo ttJöre -5 = 1000 = w ; ^2=— — , 
lüUÜ o lU** 

w2 =: 106 . ^3 __ ^ (j^3 __ 10» uftt). ©benfo üerl^olten fid^ bie unenblid^ 

Keinen S)ifferentioIe, b. 1^. dx^ (mie man für (dx)^ gemö^Iid^ fd^reibt) ift mieber 
ein S)ifferentioI öon dx, neben dx unb dx^ fann man dx^ uemad^läffigen. dx^ ift 
ein Differential t)on dx^, neben dx^ nnb dx^ fonn man dx* öernad^ldlfigen. 
"^ahei ift dx^ ein nnenbtid^ ^leineg n^*^ Drbnnng, aber öon öerfd^ieben. 
©benfo ift w ein unenblid^ ®roJ5e§ erfter Drbnung, w^ ein nnenblid^ ®roge§^ 
jmeiter Drbnung nff. 00 ift alfo erft ein nnenblid^ ©roßeS nnenbli(^er Drbs= 
nnng, mie SRuU ein nnenblid^ S'teineg nnenblid^er Drbnnng ifi @§ »äre alfo- 

7. S)ag gunftionöbifferential ift feine lonftante ©röfee^ 
benn e§ ^ängt au^er t)on dx bon x ah, 

Sft j = x^, fo ift dy = 3x2dx. S^ fann alfo bei ^)ofitiben t)on 9?nH 
berfd^iebenen dx felbft 9tnH unb negatib werben. 9Kan barf alfo burd^ dy nic^t 
immer unbefel^en biöibieren, ha eg aud^ 9?uH merben fann. S)iefe ©igenfd^aft 
teilt e§ aber mit ben Sariabeln x. SBir bibibieren nun burd^ hk Variable x,. 

aber unter Sorbel^alt, unb ^aben j. 93. für bie fritifd^ ©teile — baö 3^i^cn 00 

eingefül^rt, mobei fid^ jeigte, ha^ +00 öon — od nid^t öerfd^iebcn ift. Sn 
gleid^er SBeife bibibiert man burd^' dy unter bem SSorbe^aß, ba§ an ber 
Stelle, mo dy = mirb, eine befonbere Unterfud^ung erforberttd^ ift. 

Dagegen nimmt man an, bafe an einer ftetigen Stelle ber gunftion 
dy ftet§ fo flein bleibt, bafe fotüol^I (dy)^ afö auti^ dx • dy neben auf* 
tretenben enblid^en ©röfeen einfad^ gleid^ SWuö gefegt tüerben barf. 

8. Sft y eine gunftion bon x, fo ift aud^ x eine gunftion 
t>on y, bie man bie inüerfe nennt 

Sft 5. 93. y=10^, fo ift x = logy. ^m smeiten gaH ift y i>a§^ 
^trgument, x bie gunftion. 9?un fann e^ öorfommen, ha^ bei ber Urfunftion 
dy 9Zutt mirb, n^äl^renb dx öon 9lutt öerfd^ieben ift. 9ln ber entfpred^enben 
Stelle ber inberfen gunftion fann eine Unftetigfeit eintreten. 3Kon barf 
beSl^alb bie Differentiole ber Urfunftion unb ber inberfen nid^t ol^ne h)eitere§' 
gleid^ fe^en unb mufe jebenfattS ben SSorbel^alt mad^en, ha^ an ber betreffenben 
©teile feine Unftetigfeit eintritt. Die§ foH im folgenben ftiUfdjmeigcnb ge=^ 
fd^el^en. 
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§ 1B3. 
S)iffcrcnIiaUQttoIicnt 

1. 2Bcnn e§ aud) praftifd^ öorteill^aft ift, mit Differentialen ju red^nen, 
fo finb fie boij ber finnlid^en SSorftettung^ lüenn über^upt, fd^iner jugänglicft^ 
loeil eS eben unenMi(| Keine ©rößen finb. 2)iefe unenbUd^ Keinen Q^röfeen 
l^aben aber bie Sigenfd^aft, ba^ xf)x SJer^öltniS im allgemeinen einen enb* 
Hd^en SBert l^at. 3)a§ SSer^dItni§ jmeier Differentiale l^eifet Differential^ 
quotient. 

2. Diöibiert man baö gunftion^bifferential burd^ ba^ Slrgument* 

dy 
bifferentiat, fo nennt man biefen Differentiatquotienten ^ bie 31 b* 

tcitung ber gunftion j unb bejeidfinet fie mit f, 

Die Ableitung ift i. a. mieber eine gunftion Don x unb mirb mieber 
eine Slbleitung l^aben. Diefe nennt man bie jloeite 2lbleitung bon y unb be* 
jcid^net fie mit y". 

y =x^, y+tly = (x-|-dx)^ = x^ -)-3x2dx, dy ^Sx^dx 

^ =y' =3x2, y'+dy' =3(x+dx)2=3x2 4-6xdx, dy'=6x-dx 
^ =y" =6x, y"-|-dy" =6(x+dx) =6x +6dx, dy"=6.dx 
^ =y- =6, y-+dy'"=6 dy'"= 0, 

dx 

3. Da eine ^onftante il^rer 9?atur nadö unabhängig bon einer SSariabeln 

ift, fo fann fie aud^ burc^ einen S\ma(i)2 ber SJariobetn nid^t öer&nbert 

werben. DaS lann man in ber gorm auSbrüdfen: ba§ Differential einer 

Äonftanten ift 9?ull ober dc = 0. Da ba§ Differential beg argumenta 

naä) SSoraugfe^ung bon SJuH öerfd^ieben ift ift ber Differentialquotient einer 

de 
Stonftanten aud^ SKuH — = 0. Dag ^at natürlid^ nur ©inn, tt)enn man 

annimmt, ba§ eine gunftion an einer Stelle (ober eine i^rer Slbleitungen 
überl^aupt) einen fonftanten SBert annimmt. Dann ift an biefer Stelle bie 
Slbleitung 0, ober überhaupt bie näd^fte Slbleitung SJulI. SP y = a-|-bx 
-(- cx^, fo wirb bei x = bie gunftion y = a, y' = fein. 6benfo mar 
oben /"^e, alfo y"" = 0. 

4. Dag Silben ber Slbleitung ift eine Operation, bie man f^mbolifd^ 
burd§ — bejeid^net, menn x ba§ Slrgument ift, nad^ meld^em biffercnjiert 

Sc^reibmeife ift bie gebräud^lid^fte. 
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5. ©teilt man bie gunftion gropl^tfd^ burd^ eine ^rbe bar, fo fteHen 
bie ©treden ber X^äd^fe t)on gemeffen bie SBerte beg argumenta x, bic 
«Ibftänbe ber gunftionSpunIte t)on biefer Sld^fe bie SBerte ber gunftion y 
für boS bem gujspunft entfpred^enbe x bar. i)em ?lrgument OA entfprid^t 
olfo ber Sunftion^wert AB. SBäd^ft x = OA um AC = /\x, fo load^ft 

Av ED 
y = AB um ED = ^y. ®er „5)ifferenjenquotient'' ^t = 5^ ^^^^ ^^^^ 



Ax BE 
tg EBD angegeben, loenn man 
fic^ bie ©e^ne BD gebogen ben!t. 
SSerlängert man biefe bi§ jum 
©c^nittpunft J mit ber X^Sfc^fe, 
fo ift für /\x = AC bemnad^ 

^ = ?5 = tgEBD = XJB. 

/^x BE ^ 

Sögt man /\x fid^ öerfleinem, 
etma auf AF, fo ift^ = || 

= tg HBG = tg XKB. S)ie 
©el^ne BG ift ^ier nur menig t)on bem Sogen BG öerfd^ieben. 2)enft man 
fic^ ^x mel^r unb mel^r öerfleinert, fo mirb ber 5ßunft G bem 5ßunlte B 
nä^er unb ndl^er rüden, ber ©d^nittpunft ber ©efante mirb babei weiter nad^ 
red^tS roanbem, immer aber wirb bie ©efante einen beftimmten SBinfel mit 




OX bilben, beffen tg gleid^ ^ ift. 



3Rad^t man enblid^ /\x unenMid^ Hein, 



fo Wirb aud^ /\j unenblid^ Hein, ber gunftionSpunft Wirb B unenbüd^ 
nal^e fommen, ber Sogen nid^t me^r öon ber ©e^ne, bie ©efante nid^t mel^r 
t)on ber geometrifd^en Jangente BL im 5ßunfte B unterfd^eibbar fein. @S ge|t 
baburd^ 

^ über in t^, unb eg mirb ^ = tgXLB fein, 
^x dx dx ^ . 

SBirb bie gunftton burd^ eine ^röe bargefteöt, fo ift ber ©iffe- 
tentialquotient für einen beftimmten 5ßunft gteid^ bem Xangenö 
be§ 9leigung^tt}infeU ber ^urüentangente biefeg ^unfteö gegen 
bie X.STc^fe. 

6. SKad^bem S)e§carte§ 1637 bie gunfHonen burd^ ^rben f^ftemaHfd^ 
bargeftellt l^atte, fteOte 1666 SRemton Unterfud^ungen über baS SSer^ältni§ 
eines unenblid^ fleinen gunftionSjumad^feS 5U bem entfpred^enben 9lrgumettt= 
juttjad^S an unb nannte bieg SSermtniS bie glujion ber gunftion an ber 
betreffenben ©teile, ©eine Unterfud^ungen mürben aber fpäter öeröffentlid^t 
atö bie im ^a'^xe 1676 nad^meiSIid^ begonnenen Strbeiten Seibnij' über 
feie öon biefem ®ifferentiaIquotienten genannten Serl^ältniffe. 3n ben 
tRul^m ber ©ntbedfung ber (£igenfd^aften ber ®ifferentialquotienten unb ber 
(grfinbung ber S)ifferentialred^nung teilen fid^ alfo biefe beiben großen 9Kat]^e== 
matifer. 
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§ 184. 
3>iffetentta(4uofieni dnet ^oiena. 
l,y = x^, y* = ny^-^, d{x^) = n - x^^'^ dx, 

»ettici«. y+Ay=(x+Ax)^ 
=x'^+n.xn-iAx+(V-'(Ax)^ + (?)x"-'(Ax)«+- 

y-|-dy =n-x^-f-nx"- ^ dx 
dy =n-x'*~^dx 

dx 
SScrtoanbt ift bcr binomifd^e Sc^rfa^ für ganje pofitiüc ©yponcntcn unb 
bic Slnnal^mc, ba§ (A^)^ ^^^^ Übergang ju (dx)^ üerfd&lüinbet. 

»emei«. y + /^j = —l—; 1 = (x + Ax) (y + Ay) ^ 
1 = xy + y Ax + X Ay + Ax Ay 

l = xy + y-dx + xdy, ha l = xy folgt 
= ydx-|-x.dy, ha y==- ift aud^ 





dx . 
X ' 


•dy 


dy = - 


dx 
'x2 


dy 
dx 


1 
"x2- 



SScrmanbt ift bie Slnnal^me, ba^ ba§ Sßrobult jmeier Sifferenjcn 
Ax • Ay ^ci^ Übergang ju Differentialen dx • dy gteid^ Shitt gefegt 
luerben fann. 

Sbtmertung* @e^t man y = -=x-i unb bifferenjiert nad^ Siegel 1, 

fo erhält man y' = — l.x-2 = ^. 9tegel 1 gilt alfo aud^ für 

ii = — 1. 

^ 1 ,_—ni 1 —mdx 

»emei«. yx«^ = l; y + Ay- ^^^^^^m 

1 = (y + Ay) (x"^+ «^x^^-i Ax + (^) x— ^ (Ax)^ h ) 

1 = y . x«^ + x«^ Ay + niy • x«^-^ Ax + m . x«^-i Ax • Ay H — 
1 = y .x™ + x°^dy + myx"^~^dx, 
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bic folgcnben ©lieber ]atitn fort, ha baS 5J}robuft ämeier Differentiale Der^ 
nad^Iäfftgt wirb. 3)a 1 = y • x^^ ift 

x^ dy -|- my . x^^^ dx = 0, ba 

y.x'n-i = ^^ = - ift mirb x'ndy + ^^z^O 

XX ' X 

— mdx 

dy_ — m 
dx x™+^* 

Sbtmertung* @e|t man y = ^-= x-'» unb bifferenjiert nac^ JReget 1^ 

fo erl^ält man y' = — inx-™-i ==-^;^. ateget 1 gilt alfo aud^, tütnxi 
n eine negatiüe ganje S^^ iP- 

©etticii^. y + Ay =yx + Ax 
(y + Ay)'= x + Ax 

y2-(-2y Ay + (Ay)^ = x-|-/^x; 6eim Übergang jn S)ifferehtiatett 
öerfd^tDinbct dy^ 

y2_[_2ydy= x-fdx, bay2 = x 
2ydy= dx 

dx dx 

^^y= ^r~ = — ^ 
2y 2yx 

dy^ J_ 
dx 2/^* 
SCtiittnfuttg. ©e^t man y == yx = x^ nnb bifferenjiert nad^ 1, fo erl^ält 

man y' = 2 ^ ^~' = 2 "^ "^ = ^ = -^. jRcgel 1 gilt atfo auc^ für 
1 



Vßc^ ' 3}^i»2 



»emeii^- yx + Ax=y + Ay 

X + Ax = (y+Ay)'=y'+3y^Ay+3y(Ay)'+(Ayf 

x+ dx = y3+3y2dy 
dx = 3y2dy 

dx dx 



'^=3? 



3, 



syx' 



2 
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Sbtmertuttg. SWad^ Sleöcl 1 ifl y = yx = x^, y' = -x^ ~^=r - x~» 



1 1 ^ .,..., ,. 1 



/ = — ^= 3_ • Siegel 1 gilt oud^ für n = ^ 



3x^ Byx« 

J. y= yac, y = ^ d Mx = 



m,- 



m yac»^ ^ m. ]/ap°^- 



x + Ax=(y + Ay)"^ 

= ym + my^-i Ay +(f-)y'""'(Ay)' + • • 

X +dx = y™+ "^y™ ~^^^y 

dx=m-y™~^ dy 

dx dx 



dy 



m.yra-l 



(m _ \m — 1 
yx) 



Sntneidmg. 9?od^ Sieget 1 bel^onbelt y = y x = x™, 
1 l_i 1 lii2. 1 1 

y' _- ^m = — X m __ m — 1 



/m,_\m — 1 



m ^ mx m m 

Siegel 1 gilt alfo ouc^ für gebrochene n. 

7. y = a, f,'=0, ^ = 0. 

93etaieii^. Eine S'onftonte fonn nid^t mad^fen, ba fie ftet§ benfelben 
SSert l^at. ®§ ift y2 = a, yi = a, menn y2 unb yi jmei ju xg unb xi ge^ 

porige SBerte finb. S)emnac^ ifl ^^~^^ =-^^=^-^,ciV\o Ay = 0. 

X2 — Xi /\yi /\x 

S)ie 2l6Iettung fott)O^I n)ie bog Differential einer Sonftanten finb 0. 

3(ttnter{ung 1» @e^e id^ a = a- 1 unb ftatt 1 "ba^ i^m gteid^e x®, fo 
ift y = a • x^. Sel^onbelt man bieg nac^ 1. fo erhält mm y^ = • a • x- ^ = 0. 
Stifo gilt (1) aud^ ^ier. 

«nmerfung 2* S)ie 9?egel 

d(x**) = n-x'^-idx 

gilt \t%i für jeben pofititjen unb negativen rationalen SBert t)on n. S)a 
nad^ § 51 unter a^, mo v eine irrationale 3^^^ bebeutet, a"^ t^erftanben 
merben fott, mo w eine rationale ßa^t ift, bie v l^inreic^enb na^e lomntt, fo 
lann bie Siegel auc^ auf irrationale n, b. 1^. auf alle reellen n auSgebel^nt 
werben. 
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y + dy = ax"* -j- a • n • x^— Mx 
dy = a-n-x"'~^dx 
y' = ii-a-x''-^ 

S)ie Slblettung eineg ^robuftö au^ einer Äonftanten unb einer ^ßotenj 
ber SSariabeln ift gleid^ bem ^obuft aug ber Sonftanten mit ber Hb* 
leitung ber ^otenj ber SBoriabeln. 

9» y = a'X^, y'z=nax^'-^, y*':={n — 1) •na-oc'^-^ 
y"' = (n — 2)(n — 1) • n . ax""-^ • • •, y<^)=n! • a. 

S3eltieti^. 3ft / ^ na • x'^—^ fo fann man bie Sonflante na abf onbem unb 
x*»-! bifferenjieren, ba§ ergibt (n — 1) • x "^-2. ^i|o y" = (n— 1). n -a • x'*-^ 
3n gteid^er Säeife fä^rt man fort. 

9Za(^ § 183, 4 fefet man 

^ (dx)2^^^ dx2' ^ (dx)3^^^ dx»' ^ dx«^ 

§135. 
Sttleifung einer S^tibfion oon Sttnftttonen* 

1, y=zU'\-v, |/'=='M'4-t/, d(u-\-v) = du-\-dv. 

9tt»ü&* y, u, V feien gunitionen Don x. ®ie einem ßutoaci^ A^ ^"t' 
fprec^enben 3iitt)äci^fe feien A^^ A^' A^» 

y + Ay=u + A^+v + Av 

Ay==A^^ + Av . bei S)iöifion burd^ A^ 

Ay^Ai? , Ai 
Ax Ax~^Ax 

dy du , dv 

dx dx dx 

/ = n' + v'. 

2» y = u — Vr f/' = te' — i/, <f(ti — v)du — dv. 
^tmd» entfpred^enb 1. 

3» y=zU'V, y' = vu'-\-uv\ d{U'V) = vdu-\-udv, 
»eipci«- y + Z^ = (u + A^O(v + A^) 

= uv + vAn + uAv + A^Av 

Ay = vAn+ uAv + A^Av 

dy = vdii-j-udv 

dy du dv . , , 

— — = V \- U — — = VU + UV 

dx dx ' dx ' 
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. u . vu' — UV* ^u vdu — udv 

« + Aii = (y + Ay)(v + Av)=yv + vAy+yAv+AyAv 

u-|- du = vy-|- vdy-j-ydv, bo u = vy ift 
du = vdy + ydv, ba v^— ift 

V 

du = vdy-j — dv 

V 

du dy u dv 

dx dx ' V dx 

u == V . y -j V 

V 
v2y' = vu' Uv'. 

K \f u* xf dy du , dv 

y u ^ V y u ^ V 

fbmtA. 92a^ 3 tDQt 

/ u' v' 
/ =z= vu' + uv' alfo tücnn man burdb uv bibibiert, ^^= — 1 

' ' ' ^ UV u ' V 

3(nittetfmtg* 2)ie ätl^nUd^fcit bicfcr gormcl mit logy = logu + logv 
rechtfertigt ben hierfür gcOräuc^üc^cn Slamcn Sogarit^mifd^c S)tffcrcn* 
tiation, ber fpätcr nod^ mcitcrc Scgrünbung finbcn wirb. 

a _u ^_^_;?^ dy _du dv 
v' y u v' y u v 

v2y' = vu' — uv' 
y = ^-^.'^, muttipttäiert man mit ^ 

V V v " u 

v u' V 

U UV 

y;^u'_v; 

y u V 
ober aus u== vy folgt nad^ 5 

du dv dy 

u ~ V ■" y 

dy du dv 

* ' y ~ u V 

Sdtmertuttg* Sud^ bicS l^ei^t logaritl^mifc^c Differentiation, bgl. logy 
= logu — logv. 
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y ^ 

S3e)tieii^* a) n fei eine natürlid^e B^^I- 
9?od^ 5 ift, wenn y = z-z-z--- (n^woi) 

/ Z' , Z' , . rx z' 

y z z ' z 

^ , .^, d(z") dz , dz , , ,, dz 

ebenfo ift -^— ^ = h • • («"^"0 = n — 

z" z z z 

3lu§ ^ = n- folgt /^nz^^-^z'. 
z z 

/^) n = 0, 

y = z^ = 1. ®er 3utt)aci^§ einer Sonflonten ift SRuÜ. y + dy 

v' z' 
= 1 + 0, atfo dy = 0. S)tc Siegel — = n - liefert für n = ond^ y'= 0. 

mfo gilt fie für ben gatt n = 0. 

y) n negotiö gleid^ — m 

^ K .r dy , dz™ 
y = z-°i, y.z«i = l; .na^5 ift -^ + -^ = - 

dz"* dz dy dz 

nacb cf ift = m — , aifo — r = — m — 

^ ' z"^ z ' y' z 

y' z' , .., y' z' 

.*. — = — m— , OQ — m = n, ilt ~ = n — 
y z y • z 

S) n qebrodben, qleid) — 
m 

- ^ .^ dz dv"" dy 

y = z "* , z = V™ ; nad) a ift — = — — = m — 

z y"* y 

dy 1 dz 1 dy dz y' z' . 

.*. — == , ba — = n i]t — = n — unb — = n— 

y m z ' m y z y z 

^Inmerlttiig. S)ie gormel 

diz^) dz 

z^ z 

umfaßt aud^ bie gormein beö § 3. ©d^reibt man nämlid^ 

Z^^ Z 

dz dx 

unb berüdfid^tigt, bafe ^'— TT ^"^ z = x inx'=— = 1 übergel^t, fo 

u"u (^"^y 1 ^ d(x»^) dx 

erbalt man ^-^- = n- - ober -^ -^ = n — 

^ X" X X" X 
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Sic ?lnatogie mit hen Sogarit^mcn ift augenfällig. 

log UV = log u -j- log V, log — = log u — log V, log z" = n log z 

du 

V. ^, V.« ^, V 

UV u ' V ' ^ 

V 



du dv 
U V ' 


dz» dz 
z*» z 


dv» du 
v« u 


dv 

-8 

V 



3ft y = - ,otft ^ = — 

^ y u' v' 

obev — =r s — 

y u V 

8» Sft y eine gunftion t)on z, unb z eine gunftion t)on x, fo ift 
dy dy d» . j dy , 
dx d» dx ^ dz 

»ettietö. 3ft y = f (z) unb z = g(x), fo ift y = f [g(x)], alfo y eine 
gunition Don x. gft yi = f(zi), y2 = f(z2) unb zi = g(xi) unb zg 
= g(x2), fo ift 

y2 — yi ^ y2 — yi zg — zi ^ y2 — yi Z2— zi Ay^Ay Az 

X2 — Xi X2 Xi Z2 — Zi Z2 Zi Xi X2 ' A^ A^ Ax' 

SicS gilt aud^ beim Übergang ju unenblid^ fteinen 3)iffereujen, alfo 

dy dy dz ^ . dv , 
/ = /.— ober y' = ;^.z'. 
dx dz dx dz 

»cifjiielc (3)öH):=5Retto 32.) 

l)y = .^ + (r=^8- ©e^eu = 2x-^ v = 3(l-xrB = 3z-3, 

U' = — 4x-3, V'=— 9Z-*.Z\ Z=l-X, z' = --l.-.v'=:r9(l— X)-*, 

^="^ + (1^^* (9legelnl,7,8.) 

2) (2)ÖIp.SRetto 60.) y = ^i^ = "^, u' = 2x, v' = — 3x«. 

(SRegeln 6, 7, 8.) 

y'_ ii'_ v'__6x_ _6x2^ __6x(b — x» + ax + x^) 
y"~ ü "^v^a + x^+b^I^r^ä"- (a + x3),(b — x») 

6x(b + ax) (a + x2)8 _ 6a(b-f-ax)(a + xg)^ 

^""(a-f^2).(bZr^'(b — x3)2 "■ (b — x3)8 

9^ Sft y eine ^i^nftion uon u unb v, fo ift 

XDO ;^du ben 3^^o^^ öön y bei unöeränbcrtcm v, ^clv ben Qn^ 
tnad^^ öon y bei untjeränbertem u bebeutet. 

Äombl^^Üfioer, «tritömetif. 37. Slufl. U 
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^mü^. Sn ^^^ räumlich ju bcnfenbcn gigur i)abt bcr 5|Suutt P Don 
bcr ebene ORQ ben abftanb y, Q bon E ben feittid^en Stbflanb v, R üon O 
bcn fenlred^t jur ©benc EQP md) Dom gerid^teten 9lbftanb u. u, v, y finb 
fo grofe 5U bcnfen, ba§ PE unb bie übrigen ©treden beg fd^ief obgefd^nittenen 
red^tedfigen geraben 5ßaraBelepipebg (S'QftenS) gegen fie unenblid^ Hein finb. 

SBenn OR um PA = du n)ft#, fo möc^ft QP um AB; mäd^ft RQ 
um PE = dv, \o lüöd^ft QP um EF. SBäd^fl nun gleid^jeitig u um du unb v 
um d V, fo tDäd^ft QP um AB + EF = JK + KL. Um AB ju beftimmen, be=- 
jeid^net man einen Heiner ol§ PA angenommenen S^toaä)^ Don u mit au==PC^ 

L 




ber jugel^örige 3utt)ad^§ bon y fei dj 

fa^ fr = l^ «^^^^ AB = ^.du, ebenfo ift EF = |^.dv, 



CD, fo ift nad^ bem ^Proportional* 
mobei bie 



dy d Y 

beiben dy aber üerfdbiebene ®rö§en finb, unb bie Ouotienten ^r-^ fomie ^ 

Oll V 

nur afö eine nid^t meiter zerlegbare ®röfee ju betrad^ten finb. SWimmt man 
ie|t an, ba§ bie burd^ bie 3utt)öd^fe du unb dv eintretenbe SSergrögerung 
üon y um dy fd^ritttoeife gefd^e^en lann, fo ba§ juerfl v unüerönbert bleibt, 
fo gelangt ber gwnftion^punft P nad^ B. S^^t bleibe u + du untjeränberlid^, 
V aber load^fe um dv, fo inirb ber 5J}unft üdu B nad^ L gelangen, bo 
A BKL ^||PEF ift. Senfeiben 5ßun!t erreid^t man, inenn P erft nad^ F 
unb bon ha parallel PB toeiter manbert. 

Sebt ift dy = JL = JK + KL = AB + EF = |^du + |^dv. 
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SIttntettung 1» S)er Guoticnt —- gibt ba§ 9Ka§ ber SSergröfeerung Don 

y an, iuenn u fid^ um du dnbert, Wöl^renb v fonftant bleibt. @r mirb burd^ 
Si^iffcrentiation üon y na^ u gewonnen, inbcm man v tt)ie eine ^onftantc 

ay 
bcl^anbelt. ®q§ entfprcd^cnbe gilt für ^. 

®g fei y = ii2.v3, fo ift ^=2u.v3, |^ = ii2.3v2. 

(7U ^ V 

SCttmertuttg 2. ©inb u unb v gunftioncn uon x, unb ift 

, dy , du , dv 
"^ dx' dx' dx' ' ' 

y — ;^ u + -— V . 

9tu§ bicfer ®Iei^ung lönnen bie ^Regeln 1 big 6 ebenfalls abgeleitet 
luerben; . . 

V au OY 

u' u , vu' — uv' 



Srifliiel 1. y = b2 u2 — a2 v2 — a2 b^ 

^u ^v . au ' ^v 

dy = 2b2udu — 2a2vdv. 
SJrifpiel 2. y = 2u2 + 5uv _ 3 v» + 7u — 6v + 9 

|^ = 4u + 5v + 7, |^ = 5u — 6v — 6 

au ' ' ^v 

dy = (4u 4- 5v + 7) du + (5u— 6 v — 6) dv. 

lO» 3ft f (x, y) eine gunf tton t)on x unb y, f o toirb burd^ bie ®Ieid^ung 
f (x, y) = bie ©röfee y ju einer im|)lijiten gunftion t)on x. 

Wart barf f (x, y) junäd^ft ttjie y in (9) bel^anbcln , e§ ift alf o 

^ dx ^ öy 

Sft f (x, y) gleid^ 9?uU ober gleid^ einer Äonftanten, fo ift df = 0, 

ober nad) S)it)ifion burd^ dx 






14» 
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b. i). ift y impitjit gegeben, fo btffcrenäiert man bie gunftion erft mä) x, 
lüä^renb man y alö fonftant bel^anbelt, bann nad^ y, toä^renb man x 
afö !onftant be^anbelt 2)er erfte ©ifferentiatquotient burc^ hm jroetten 
bitjibiert gibt bie negative Slbleitung t)on y nad^ x. 

»eif^iielL f(x,y)=:^ + ?J-l = 

df 2x af 2y ,^ 2x . , dy ^ . 

ax a'* oy D^ a^ ' b^ 

dy X b^ 

' dx a^ y 

»eif^ltel 2. f (x, y) = x» + 3 x^ y + y» + 6 xy - 2 y = 

|l = 3x2 + 6xy + 6y, |^ =3x2 +3y2 + 6x - 2 

dy_^ -3(x2 + 2xy + y) 
dx 3x2 + 3y2+6x— 2* 



§136. 
dtbfeifungcn einet ^ofettjrei^^ 

y' = Ui -j-2(i2X^BaBX^4-^^^^ -\ l-nanX^-^ 

y" = 2^2 + 2.3030? + ^ ia^x^ H h in—l) • nonx'^-' 

U'= 3! 03 + 2 • 3 . ia^x + 3 • 4 • 5a4i»' H h 

{n—2){ifi—\)nanX^-^ 

yin)== n! ein. 
^ttOÜ^. äu§ y =: ao + aix -f agx^ + . . + anX« 
folgt y+Ay=ao + ai(x+Ax) + a.2(x+Ax)^ + -- + an(x+Ax)" 
= ao + aix 4- ai Ax + a^x2 + 2a2X Ax + a2(Ax)^ + " 

4- a„x«+ n . anx"-! A^H 

= ao + aix 4- 32x2 4 \- a^x» 

4- Ax (ai + 2a^x 4- 3a3x2 4 [- na,,x»-i) 

+ (Axy^ (^2 4- 3a3X 4 h (2) anX«-2) 4- . . . 

S)ie ©lieber mit (A^)'^ fatteu beim Übergang ju dx^ fort, alfo 

y 4- dy = ao + aix 4- . . 4- a'^x" 4- dx (ai 4- 2a^x 4- • • nanX»»-!) 

g = ai 4- 2a2X 4- 3a3x2 4 ^ n • anX>^-i. 

2)ie erfte Slbleitung einer ^otenjrei^e ift alfo gleic^ ber ©umme ber 
Slbleitungen i^rer einjelnen ®tieber. 
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®o bic crfte Stblcitung toieber eine ^otenjrei^e ift, fann man öon i^r 
in gleicher SBeifc eine Slbleitung bilben nnb gelangt fo jur jmeiten Stblcitung 
ber urfprüngtid^en 5ßotenjrei^e. 



irin 



2. 3ft y = a<, + aiZ + a^z2H f-a„z»^ 

z = bo+ bix -j- b2x2^ \- bmx« 

fo ift y eine mittelbare algebraifd^e gunftion t)on x. 3Bäre x ttjieber eine 
algebraifdie gunftion, j. ©. öon t, fo märe y aud^ eine algebraifc^e 
gunftion oon t unb fo fort. 

dv 

5)a -/ = ai4-2a2Z + 3a3z2-J knanZ«»-! 

ctz 

unb ^=bi + 2b2X+3b3x2-| f-mbniX™-S 



dx 



ai + 2 aa (bo + bi X H ^ b^^ x°^ ) + • 



+ nan(bo +bixH f 



— 1 



[biH hn^b„,x°-i 



5.©. y = ao + aiZ-|-a2z2, z = bo4-biX 
dz ' dx 



dx 



ai + 2a«(bo + bix) 



bi = aibi-|- 2a2bobi-[- 2a2bi2x. 



3. Sft y = ao+aiX + a2x2^ 

eine unenbtid^e ^otenjreil^e, fo barf fie ber Differentiation nur unter* 
toorfen toerben, loenn bjto. folange fie eine enblidje ©umme f)at Ttan 
nennt fie in biefem %aU fonoergent, im anbem galt biöergent. 

3m fotgenben ^aragrapl^en werben einige Srilerien für SonDcrgcnj 
unb Siöergcnj angegeben toerben. 

4* ©teilen jtoei fonöergente ^otenjrei^en für jeben SBert be$ 
§lrgument^ biefelbe gunftion bar, fo finb bie entfpred^enben Äoeffijienten 
gteid^. 

»elPCii^- 3ft f(x) = ao + aiX + a2x2-| 

unb f (x) = bo4-biX-fb2x2-] , 

fo ift = ao — bo + (ai — bi) x + (02— ba) x^ -^ , 

für x = ift = ao — bo, atfo bo = ao . 
Sifferenjiert man, fo ift f ' (x) = ai -|- 2a2 x -j 

r(x)=.bi + 2bix + ... 

= ai — bi + 2 (aa — b2 ) X -J , 

für x = ift = ai — bi, alfo bi = ai. 
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5» S)ie Äoeffijienten einer bifferenjierbaren ^potenjret^e laffen fic^ 
burd^ SSerte ber Stblettungcn ber gunftion für beftimmte SCrgumentc 
barfteKen. 

f (x) = ao + ai X + aa x2 -j 

f (x) = ai 4- 2a2 X + 3a3 x2 -j 

r(x) = 2!a2 + 2.3a3X + 3.4a4x2^ 

r (x) = 3! as + 2 . 3 . 4a4X + 3 . 4 . 5a5x2 + . . 

f(n)x = n!.a.+ (^a.^.x + (^a„^,x'^^ 



3ft bie Stetige unb i^rc Slbleitungen für x = fonöergent, fo ift 

/W=/(0)+«.+«^ + .... 

mat eaurtnfdie 9ieii|e 1742. 

Sft eine gunftion unb il^re fämtlid^n Stbleitungen für ben SBert 
beö Slrgumentö enblid^, fo lö^t fie fid^ in eine 9Kac Saurinfd^e SJei^e 
enttoideln. 

6. Iat)lorfdie Sieilie 1715. 

Sft eine gunftion unb i^re fämtüd^en Ableitungen für ben SBert h 
beö 3Irgumentö enblid^, fo lä^t fie fid^ in eine Xa^Iorfd^e SRei^e ent^ 
töidfeln, unb eö ift 

»ettieii^ (ju 6). e§ fei 

f (x + h) = ao + ai X + a2 x2 -] 

f (x 4- h) = ai 4- 2 a^ X + 3 as x2 -j 

r (x + h) = 2!a^+ 2 . 3a3X + 3 • 434x^4- 

©e^t man x = 0, fo erl^ätt man 

ao = f(h), ai = r(h), a2 = ^, a3=^^.. 
fülglid^ 

f(x + h) = f(h) + r(h).^+r(h).|^ + r'(h).|^ + ... 

7. Sft eine beliebige gunftion baburc^ gegeben, ba§ für beftimmte 
SBerte beö Slrgumentö bie entfprec^enben SSerte ber JJunItion befannt 
finb, fo fann man üerfud^en, fie in eine ^otenjreil^e ju entloidEeln. 

®a man auö n jufammenge^örigen SBerten n Soeffijienten beftimmen 
fann, fo toirb e^ im allgemeinen nur möglid^ fein, enblid^e ^ßotenjrei^en 
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in beftitnmen. Sft bie gunftion aber ))eriobifd^, b. i). feiert für einen 
beftimmten gleid^bleibenben ^ntoaä)^ beö Slrgumentö berfelbe gunftionö^ 
ipert tpieber, fo fann man aud^ unenbtid)e Steigen bestimmen. 

93eif)iiel !♦ @^ fei feftgefteHt, ba§ auf einer fd^iefen Qbtnt eine ^ugel 
nod^ 1, 2, 8, 4 ©efunben SBege Don 5, 20, 45, 80 cm jurücfgetegt ^abe. 
"Söie l^ängt ber SBeg öon ber ßeit ob? 

S)er SBeg fei y cm, bie ßeit x ©ehxnben. 3}on ber ^otenjvei^e fönnen 
itur 4 Soeffijienten bered^net werben, man fe^t atfo 
y == ao + ai X -f- a2 x2 -(- as x3 
5 = ao + ai • 1 -|- a2'J2 -(- as- 1' 
20 = ao + ai-2-|-a2-22-f a8-23 
45 = ao-i-ai.34-a2-32 + a3-33 
80 = ao + ai-4 + »2-42 4- a8-43 
S)a^ finb 4 ®(eid^ungen mit 4 Unbefannten a« ai a2 03. 
3ur Söfung öemjenbet man Determinanten: 



10 


11 


12 


13 




5 


11 


12 


18 


20 
30 


21 
31 


22 
32 


23 

33 


•ao = 


20 
45 


21 

31 


22 
32 


28 
33 


40 


41 


42 


43 




80 


41 


42 


48 



Sie erfte Staffel enthält ben gaftor 5, ^ebt man biefen ^erau§, fo 
ftimmt bie erfte ©taffet mit ber britten übercin, bie Determinante rec^t§ 
ift 0, alfo ao=^ 0, boSfelbe tritt bei ai unb as ein; für a2 erhält man red^t^ 
t)iefelbe Determinante mie linfö, nur mit bem gaftor 5, alfo ift a2=5, 
folglich y = 5x2. 

S3etf)itel 2. ©g fei feftgeftettt, bafe bie burd^fd^nittüd^e Seben^bauer 
€ine§ 20iä^rigen nod^ 41|, eine« SOiä^rigen 35, eine^ 40 jährigen 28^ 3a^re 
beträgt. 3Bie l^dngt bie gefamte SebenSbauer Dom Sllter ah? 

Die Sebengbauer fei y, bag Sltter x. Der 20jäbrige mirb 61 1, ber 
SOiä^rige 65, ber 40iö^rige 68i^l3a^re alt. 

y = ao + aix +a2x2 
61| = ao + ai • 20-j-a2-202 



€000 







1 20 
1 30 
1 40 


65 = 
68i = 
400 
900 
1600 


= ao + ai. 30+a2-302 
= ao-i-ai •40+a2-402 

1 2 4 

= 1000 1 3 9 

1 4 16 


= 2000 


2000-00 = 


61| 2 4 

1000 65 3 9 

68J 4 16 


= 1000- 110.-. ao = 55 




6|==ai.20 + aa-202 
10 = ai. 30 + 82-302 


1 2 
1 3 


ai = 100 


6J 4 
10 9 


= 2000 .•.ai = |imb a2 = 0, y = 55 + |, 


Amifd 


)e 


tt 20 un 


b 40 J 


?abren. 
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216 ÄotiDerflcng unb SDbctöenj uncnblid^cr S^lcil^en. — 2)ic Sinomialrci^c. 

§ 137. 

1. ©nc uncnblid^c ^ßotenjrei^e 

y = ao + aiX + a2x2 ... 

I^ei^t fonöergent für einen bcftimntten Sereid^, wenn für äffe 3Berte x^ 
bie ber Scbingung a<;x<;b genügen, y jwifd^en jmel angebbaren enblid^en 
©unnnen, beren Unterfd^teb beliebig Mein gemad^t werben fann, liegt. 9Inbem= 
faK§ l^eifet bie Steige bibcrgent. 

2. 3)ie faffenbe geometrifd^e SRci^e ift fonbergent. 

y = a(l+x + x2 + ...) = j^, für-l<x<l. 

3. Eine Steige ift lonbergent, rocnn i^re ©lieber bon einem beftimmten 
©liebe an bie ©lieber einer foKenben geometrifc^cn SReil^e nid^t überfleigen 
unb feines ber bor^ergel^enben ©lieber unenblid^ groß wirb. 

4. ©ine JReil^e bon <3ofitiüen ©liebem ift lonbergent, wenn bon einem 
beftimmten ©liebe ab ber Duotient au§ einem ©lieb unb bcm borl^ergel^enben 

fanx' 



Heiner atö 1 ift, unb wenn aud^ ber ©renjwert 



Lan-i 



<1 ift. 



5. ®inc Dtei^ mit abwed^felnben 3cid^en fonbergiert, wenn bie ©lieber 
Don einer beftimmten ©teffe an abnel^men unb bie abfoluten Seträge ber 
©lieber fic| unbefd^ränft ber SKuff nö^ern. 

gür eine Steige ijofitiber ©lieber genügt biefe S3ebingung nid^t, §. ^^ 

111 112 1 

ift bie mif)e ^ + :^ + :^ + . . bibergent, weil ^ + ^ > :^, ^ 

+ -=+-Fr>-=z, -^-\--=.-] \- -=^-^, bie§ aber, \>a-z^ = i^j^ 

1/2/3 1/3 1/11/2 f^ f^ f^ ^^ 

ift, für n = 00 felbft 00 wirb. 

Sagegen fonbergiert: 1 — 2"'~"3~T~^'5~~6^~** 



§ 138. 
3>te Q3tnotnta(rd^c 

!♦ gür ganje pofitibc ©yponenten ift ber binomifd^e Sel^rfa^ § 115» 
bewiefen. 3)ie Sinomialrei^e mit ganjen pofitiben Exponenten bient 5ur 
©runblage ber gansen 2)ifferentialred^nung. 3Kit i^rer ^ilfe ließ fid^ aber 
nad^Weifen, baß bie ©leid^ung dx^ = nx^— ^dx aud^ für gebrod^ene unb 
negatiüe n gilt. ®urd^ biefen ©a^ imb bie Sa^lorfd^e Sleil^e lann man bie 
©ültigfeit be§ binomifd^en Sel^rfa^e^ aud^ für negatiöc unb gebrod^ene ©j* 
ponenten nad^weifen. 



Digitized 



by Google 



3)ie ^ponenriolretf)e. 217 



2. es fei B(x) = xn, olfo B (1 + x) == (1 + x)». maiS) SCo^lor ift 
B(1 + x) = B(1) + |b'(1) + ^B"(1) + ^B"'(1) + .. 
es ift aber B (x) = X", B'(x)=nx"-S B"(x) = n • (n — 1) • x"-2, 
flifo B(l) = ln=l, B'(l) = n.l°-i = n, B"(l) = n • (n- 1) • • •, 
B(l + x) = l + ^.n+|Jii.(n-l)+|J-n(n-l)(n-2).... 

mm i^t^ro^n man --±^ = {l); ^-li^-^M^^ = il) »^^*' 

(i+«.)-=i+(;').x+(;*).x^ + (^)-«^+- 

für jcbc^ rationale pofttiöe ober negatiöe n. 

8* SSä^renb bie ©inomialrei^e für gonge ))ofitit)e n enbltd^ ift, tuirb 
fte für negative unb gebrod^cne uncnblid^, ^^ (ir) föi^ ^^ ^^9^*^^^^ ober 
gebrod^ene^ n ttid^t 9?iiU toirb, oud^ tpenn k>n ift. 

^.^~x3 + ... ==l«2x + 3x2_4x3 + ... 

1/ 1/ 1/ 1/ 1/ Hl 

~~ + 2 2*4 +24* 6 

L 3)ie ©inomialreil^e ift für |xKl ftet^ fonöergent, für x= +U 
tpenn n > — 1, für x = — 1, toenn n > 0. 

1. Kufflal^e. ©^ toirb bie 5ßotenjrei^e gefud^t, bereit erfte Slblcitunft 
il^r felbft gleic^ ift, unb bie für baö 3lrgutnent ben 3Bert 1 l^at. 

fiftfnug» ®ic Steige ^eifec E (x). 

E (x) = ao + ai X + 02 x2 + as x» H 

E'(x) = ai -f 2a2X + 3a3x2 + 434x8-^ 
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2)U @;ponentiatTetl^e. 










5)a 


E(0) = 


:1, ift ao= 1, a, = ao = 


= 1 






2a2 = 


= ai=l, 


.-.02 = 


1 o 1 


.88 = 


1 

3! 






S)ie 916% 


tft fonberflent, meil ,,^ , ,„:,.,= 


X 

Ir 1 


- Od 


l^ittrcid^cnb 



großen k Heiner afö 1 ift unb bei unSegrenjt lüad^fenbem k fid^ immer mel^r 
t)er SRutt näl^ert. 

2. e=-l + ^ + i + ^j+ =2,718281828459... 

S)ie 9tei[)c E (x) er^dtt für x = 1 einen beftimmten SBert, bcn man 
mit e bejeid^net. 

S;enfelben SBert erhält mon burd^ Slnmenbung be§ binomifd^en Sel^rfo^eS 



ouf (l + — ) für n = 



00 



" 1 I n,l I "-(n-l) 1 I n(n-l)(n-2) 1 



1 n 



1-2 



1-2-3 



-ii(-4-)(>-f)('-l)+- 

gür n = 00 njerben bie Srüd^e in ben fftammern StuD, alfo ift 

c = Um (1 + —1° . 
3. E{x) = e\ 



= 1+: 



nx 1 nx(nx — 1) 1 nx(nx — l)(nx — 2) 1 



1 n 



1-2 



1-2-3 



^(^-i) , ^(^-¥)(^— I) 



1 ' 1-2 ' 1.2-3 ' 

gür n = oo werben bie IBrüd^e in ben Slammem 9JuIf, ll-| — 1 
ober e, olfo ift 

'-l('+^)LN('+C.-+r+S+i;+- 
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2)ie natürlichen fio0aritl)mcn. 219 

©cmnad^ ift e^ = E(x), E(x) mu§ attc eigcnfd^aftcn einet 5ßotenj 
^aben. 3. ö. E(u).E(v) = e^.ev = e'^+v = E(n+v) ufm. ^n^befonbere 
lüar E(0) = 1, unb e» ift gteid^ 1. 

»ctoti«. 5Ro(^ 3 ift e'^ = E(x), nad^ 1 ift E'(x) = E(x), b. (). bie 

de* 
"äbteitung ift gfeid^ bcr gunf tion, b. 1^. — = e*. Sitte f olgenben Slbleitungen 

finb ebcnfattS e*. atfo - — = e^. 
' dx» 

5» Unter bcr SSorau^fc^ung 4 fann man e'^ nac^ bcm 9Kac Sourinfd^en 
Sa^ cnttt)icfeln: 

E(x) = E(0)+ ^E'(0) + |^E"(0) + I^E-(O) + • • 

^^ = ^+T!+2! + 3!+- 

§140^ 
2>ie ttafflrßc^ett Sogartfl^inett. 

1. 9lug 1000 = 10» leitete man log 1000 = 3 ah, fo folgert man au§ 
y=e* aud^ iy = x. SBie bei log bie Safi^ 10, fo tt)irb bei l bie Safi§ e 
ftittfd^meigenb öorauSgcfc^t. 9Kan nennt bie ßogarit^men jur 93afi§ e natura 
iid^e ßogaritl^men, ttjegen einiger ©igcnfd^aften, bie fid^ {päter jeigen »erben. 
%a a = e^a, b = e^^, ab = e^*^ ufm., fo gelten bie ©d^e (ogl. § 65) 

l{ah) = la-\-lh, l — = la—lb, la^ = nla, lia = — la. 

2. S)er Übergang uom befabifd^en jum natürtid^en ©Aftern tpirb (ögl. 
§ 66) burd^ äKuItipIilation mit 2,3 gemalt. 2)er Übergang Uom natür* 
lid^cn }um befabifd^en Softem gefc^te^t burd^ 9ÄuItipKtation mit 0,4343. 

»cttici«. e§ ift a=10i°^* = e^^ Sogarit^miert man nad^ 10, fo ift 

loga-loglO = Za'loge, b. ^. Za= loga. 

log e 

Sogaritl^miert man bie ®leid^ung 10^^s* = e^* nac^ e, fo erl^dlt man 
loga-nO = Za- Ze, b. ^. loga = yr-^Za. 

m ift log e = ^ = 0,4343 nnb 1 10 = -— = 2,302585. 
110 löge 

3» S)ag natürlid^c Softem ^ai bem be!abifd^en gegenüber ben Stadtteil, 
\>a^ ^fCiijitw, bie mit benfelben ^V^tvx gefd^ricben mcrbcn, nid^t bie gleiche 
SRantiffe l^aben. 
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220 2)te notürlid^ fioöoritftmen. 



gut bcn pralttfd^en Ocbraud^ mcrbcn ballet bic bc!abtfd^cn ßogoritl^mcn 
immer öorjujic^n fein, obgleid^ bie Sered^nung bct tiatürli4en Sogatit^men 
bie @)runblage für bie SuffteUung and) ber befabtf(i^en Sogarit^mentafeln 
bitbct. 

^ ^ X X 

»cttiri« 1. 9tu§ Zx = y folgt x = ey. 9iun ift nad^ § 139, 4 unter 
SSertQufd^ung öon x unb y 

. dv 1 
dx = dey = eydy=xdy, alfo-^ = -. 

' dx X 

Selotti^2« y + Ay = ^(x + Ax); y tmrb als ix l^erübergcfc^afft: 

Q 

^y=;(x-f-/\x) — Zx, ba Za — Zb^Z — : 



/v^y = ;(l-f-Af j; burd^ A^ biöibicrt: 



Ax A^ 

/- i-x A^ 1 .... 1 m 1 rrs 1 7 

Sefet man ^=^ = — , ^o ift -r — = — = m-— . S)a nun — m-Za 
X m /\x X X X 

= — -Za™, ift 

X 



Ay 



X \ ' m/ 



X 

8ä§t man A^ ä^ dx übergeben, fo mirb m = — = w unenblid^ gro^ 

dx X V ' tu/ 

/ l\c' 

(1-| 1 ift aber öon e bei l^inrcid^enb Keinem dx beliebig wenig \>tx^ 

fd^ieben. Ze = l, alfo 

dy_J^ 

dx X 
ßegt man ein beliebige^ ßogaritl^menf^ftem jugrunbe unb fe^t 
y = logx, fo fül^rt ber Söetoeiö auf 

^ = -loge, alfo d(logx) = -^^dx. 

dx 
5» 5Rad^ 4 ift Z(x-j-dx) = y-j-dy = Zx-) . S)ieS gilt aud^ an== 

Ax 
nä^ernb für enblid^e Sifferenjen, alfo l(x-{'^x)c^lx-{-^=^—. 3?ad^ 2 ift 
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3)teriatüT(i(^en Sogant^men. 221 



Jog a = 0,43 • la. «lifo log (x + A x) = 0,43 • ix -|- 0,43 ^ = log x 
+ 0,43-^. 3ft x = 1000, Ax = l, fo ift log 1001 = log 1000 

+ 0,43 • 1^ = 3 + 0,00043, log 1002 = log 1001 + 0,4343 ^ 

= 3,0004343 -I-- 0,0004339, . • . log 1002 = 3,00087. 3tt äl^Jttit^r SBeife 
ftnb tatfüc^Itd^ bie etften Sogorit^tnentofetn bered^net motben. 

6. ?(l + a,) = a,_^ + ^_^ + .... 

SttodiS. ^a 1(0) {einen enb(i(^en äSert f)at, ift bie 3Rac Saurinfd^e 
9iett)e nid^t bettDertbar. dagegen erweift [läf bie ZaV)lox\(S)e als braud^bar. 

i(i+x)=f(i)+^f(i)+^f'(i)+|^f"(i)+|^r'(i) + .. 
m = ix,r(x)=^, f'(x) = -A, f"(x) = ^, f'"(x)==|:l, 

f(l) = 0, f(l) = l, f'(l) = — 1, f"(l) = 2, f"'(l) = — 2-3, 

Y« jS X* 






SetoritS. SSertflufd^t mnit in ber Steige für i(l-|-x) bpS x mit — x, 
fo er^lt man 



X X^ X* X* 



'(^-^)^ 12 3 4' 

14-x 
ha l J_ =l{l^x) — l{l — x), ift obige Steige öon ber für i (1 + x) 

ju fubtta^icrcn. \m^ ju bem gcmünjd^tcn ©rgebniS fü^rt. 

8* 2)ie logarit^mifi^e Siei^e ift ^üx |xKl lonöergent. x mufe 
atfo ein eistet pofitiucr ober negatiDer ©rud^ fein. 

»Ctt»ei«. 2k+r2k— l-2k+l ''• 

2k— 1 
Xa Der ißruc^ ^-T-^-^ für toac^fenbe^ k fic^ ber 1 nähert, mup x*^ ein 
u k— |— 1 

echter 53ru(i^ fein, bamit bie SReil^e unter einer geomctrifd^en bleibt. 
9. 12 = 0,693147. 

»credjttttttg. man fe^tc x= |^, fo ift li^ = -X:3 =2, 

1 3- 
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222 ^te aQ^emeine ^nmenttolfunbion. 

2 

©benfo tüirb für x=: — 

o 

"=^(I+f(I)"+j(I)'+- •)=>'«»^«'- 

3)arau§ ergibt fid^ 
i 10 = ?2 + Z5 = 2,30258509 ii«^ j^ä = 0,4342944819, 
ba^ ftnb bie SRobuIn für bic Umrcd^nung bcr Sogarit^mcnf^ftcme. 

f{x) 

»cttietö. 3?ac^ 4 ift dZx = — , atfo aud^ diu = —• ^ft u eine 

u' 
gunftion öon x, fo ift du=u'dx, bemnad^ diu = — dx. Sft f eine gunftion 

f 
t)on X, fo ift dif = — dx. 

9?un toax j eine gunftion öon x, bemnad^ ift Cilj = — dx. 3{u§ y = uv 

folgt Zy = Zu-[-iv unb diy = dZu + dZv ober — dx = — dx+ — dx^ 

y u ' Y ' 

i>-^. y = ^ + ^- («gl. § 135, 5.) 

hierin liegt bic S3egrünbung beS 9?omen§ togarit^mifd^e Sifferen:^ 
tiation. 

»cif^iicL (®öIp::5Retto 66.) 



^'-l^x^-a^ 'y- 


^^x-^Hx^-a^) 




/dx ■ 1 dx 1 d(x2— aä) 


1 dx 1 2xdx 




y 2 X 2 x2 — a« 


~2 X 2 x2— a« 




y' 1 x2 — a2— 2x2 


1 a2+x2 




y 2 X (x* — a^) 


~ 2 x(x« — aä) 




. 1 a^+x^ W X 


_ 1 (aä+x2)yx(xa- 


-a?) 



x(x2 — a2)2 



§141.* 
2)ie aOgemme Gn^onettftalfuttbfton. 

X'la .{x- Idf , (X'laf , 

SJcttlcij^* ®§ ift a = e^a, dfo a^ = (e^*)^ = e^'a. 



L a^ = l 
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2)ie oßflemeine ©yponentialfunftion. 223 



dß^ d z 

dx dx ^ 

dz 
iftz = x-Za, alfo — =Za, de*^» = e'^^*-d(x-Za) = e^^»- ia-dx. 

d/^ €^^ 

Y "Y* Y" Y^ Y^ 

Y Y^ Y^ Y^ Y" 

Y Y^ "V" Y^ Y" 

®ie gunftion, lücld^c i^rcr jmcitcn Slblcitung glcid^ ift unb für ba^ 
2lrgumcnt bcn SBert 1 ^at ift alfo e-*. 3^re Ableitung ift — e-*. 

StQävitttg* ^maginöre %ponenten maren hxSi^zx fteti^ au^gefd^loffeit 
(bgt. § 61). Wx bcfinicren nun nad^ beut ^ßcrmancnjgcfc^ bcr Dpctotionm 
(§ 21) bic 5ßotcnj e^* biirc^ bic Steige für e*, inbcm xovt ix für x cinfc^cn. 

... x^ . X^ , X* , .X^ X® .x' , 

= l+ix- 21 -1 3! + i! + *5!-6!-*7! + --- 

^ X^ , X^ X^ , I • /^^ x^ , x^ x^ \ 

f(x) = ie-= -E + '^-'^ + - + ^(l-'i + i^-|i + -) 



@c^t mon 



2 ^4 t6 



Y« Y* Y" 

1-|!+|t-|!+- = C(x) 



rS 



TT~3! + 5!~y!+-" = ^(''^' 

fo finb burd^ bic SRcil^cn jnjci gunftionen befinicrt, bon bcncn fid^ au§cr ber 
Sonbergcnj nad^ § 137, 5 folgcnbc ©gcnfd^aftcn unmittelbar ergeben: 

C(0)=1, S(0) = 0, C(-x) = C(x), S(— x) = -S(x). 
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224 Sie allgemeine ^onentialfunltion. 

5. (le-i^ = C{x) — i8{x). C^ {x)-^l^(x) = l. 



2! + 4! "• Hl! 3!"^5! "V 



= C(x)— iS(x) 
[C (X) + i S (x)] [C (x) — i S (x)] = ei'^ . e-i^ = eo= 1, C^(x) + S^{il) = 1. 
C(x) imb S(x) finb alfo ed^te SSrüd^e mit ben ®rcnjtt)cttcn -|-1 unb —1. 

SJettiti«* 5Ro(i^ §60 läßt fid^ icbc fonnjteje ga^I a + ib burc^ SRobuI 
unb Sftic^tungSfaftor augbrüdfen. @§ ift 

^ßotenjeij mit imaginären ®jt)oncntcn finb in 9?r. 4 butc^ bic Steige für e^* 
bcfiniert morbcn unb crjd^iencn atö fomptcjc ^cüjUtn, e^^ unb e~^^ finb !oniugicrt 
fomt)Iey, ba fie fi^ nur burd^ baS SSorjeid^cn be§ imaginären leUeg unter== 
fd^eiben, wie aud^ bie obige Scrcd^nung öon e-*^ beftdtigte. SKan barf alfo fe^cn 
ei^ = a + bi = ^ (cos 9) -[- i sin 9)); e— ^* = a — bi = q (cos (p — i sin (p) 
eix e-ix=(a4-bi)(a— bi) = a2-f-b2=p2. eix^e-i^=ei^-i^=eO=l. 

^er SRobuI öon e^* ift bemnad^ 1 .-. e^^ = cosg?-|-i*sin<p. gj ift ein 
SBinfel, x eine unbenannte ^oiji, 

7. co«a?= l-gj+^j— gj + ... 
_ X a^ .x^ ^'1 

»cwete. 5Ra^ 4 ift ei^ = C(x) + iS(x), na^ 6 ift 6^^ = 0039) 
-(-ising?. ^ompteye QQi)ltn finb nur gleid^, menn i^re reellen unb il^re 
imaginären 2^eüe einjeln gleid^ finb, bemnad^ ift 

C (x) = cos 9» . S (x) = sin <p 

S)er SüfinuS unb ber @inu§ eineS. SBinfetö laffen fic^ atfo burc^ eine 
Sieil^e ou^brürten. x ^ängt öon ber ©röfee beS SBinfetö g) ab unb ift ber:= 
felben prot)ortional; benn e§ ift 

ßikx _- (ei 5^)*^ == (cos 9) + i sin 9?)^ = cos ig) -{-i sin k g 
mä) bem 99?oiurefc^en Se^rfafe, alfo aud^ 

, (kx)2 , (kx)^ . , kx (kxf , (kxf 
cosk9) = l-^— j'- + ^^j^ ... sink9) = — — ^ + -^j ... 
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2)ie allgemeine (S^onentialfunftion. 225 

-Ccmnod^ mu§, mcnn g? in irgenbeinem äRafec gemeffcn bie 3Ra|ja^I a 
ergibt, x = >La fein, tt)o6ci Ä nod^ näl^er ju bcftimmcn ift. 

3[n ber Trigonometrie gibt mon bie ®rö6e be^ SSSinfelg 9) in ®rab an, 
b. ^. in 360^«^" cineg SottminfetS, bjm. in 90*^^" eine^ SRed^ten. S)icfe 9Ka6:= 
ein^eit ift mittfürlid^, mon fann ben redeten SBinfet ou^ in 100 gleid^e SCeilc 
teilen nnb biefe ®rab nennen, ©in abfolnteg äRafe be§ SBinfetö muß auf 
bie Sängeneinl)eit begrünbet fein. Sef^teibt man um ben ©^eitel einen 
Ärei§ mit bem 9?abiug 1, j. 93. 1 cm, fo ift bie Sänge beg SreiSbogeng 
jtt)if d^en ^^n ©d^enfeln, ba biefer proportional mit ber ©röße be§ SBinfelö 
mäd^ft bo^ natürlid^e SKafe beS SBinfelö. S)a ber Sftabiu^ fi^ auf bem §alb^ 
!rei§ Tcmal abtragen läßt, auf bem SSiertelfrei^ 7r/2mal, fo ift ha^ abfotute 
aRafe eine« rechten SöinfelS Ttß, eineS SBinfefö uon V alfo 7t: 180, eine§ 
SBinfeB öon a® bemnac^ cf-7r:180. 

X mufe bem abfotuten SRq§ be^ SBinfetö proportional unb fönnte i^m 
gleicf) fein, ^ierju ift notmenbig unb ^inreid^enb, bafe bie SRei^e fiir cos q) 
für einen öon SRulI öerfd^iebenen SBert ein richtiges @rgebni§ liefert menn 
man für x bag abfolute 2Bin!elma§ einfejjt 

eg fei g) ein SBinfel öon 60^. SBir fe^en öerfud^Sroeife x = GOtt : 180 
= TcjS, fo ift bie SRei^e unter 93efd^ränfung auf 4 ©lieber unb 4 5)ejimalftellen 

^W-l 2! ^~4! 6!"" + 

= 1 — 0,5483 + 0,0501 — 0,0018 = 0,5, 

cos 60® ift gleid^ 0,5. Sei einem SBinfel öon 60® mug man alfo x = 7r/3 
fe^en, um ben ricf)tigen SBert be§ Äofinui^ ju erhalten. @§ mar x = la, 
tt)enn a bie SRa^ja^l beg SBinfetö ift. SRißt man ben SBinfel nad^ (9rab, 
fo ift i = TT : 180; mißt man ben SBinfel mit bem Sogen beS ©in^eitSfreife^, 
fo ift X = l, alfo X = y. SJian öermenbet beS^alb in ber Slnal^fi^ au^fd^ließlid^ 
t>a^ Sogenmafe be8 SBinfetö unb öerftel^t unter bem SBinfel x einen fol(^en, 
ouf beffen jugel^örigem Sogen fid^ ber SRabiuS xmal abtragen lä§t. 3" biefem 
'Sinne fc^reibt man 

^ x*^ , x^ x« , 

cosx=l-^ + — --g^+.. 

x x^ , x^ x' , 

8» 3)ie fämtlid^en goniometrifc^en gormein laffen fid^ auc^ unmittelbar 
aus ben JRei^en C (x) unb S(x) ableiten, j. S. 

[C (X) + i S (x)]^ = C2 (X) - S2 (x) + 20 (X) . S (x), 

[C (x) + i S (x)]' == (ei^)2 = ei-'^^ = C (2x) + i S (2x), 

.-. C(2x) = C2(x) — S2(x), S(2x) = 2S(x).Cx; 

b. i. cos 2x == cos^x — sin^ x, sin 2 x = 2 • sin x • cos x* 
ÄQmbltjsI^aer, SlntOmett!. 37. «ufl. 15 
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9» cos X = -^ , stn X = ^. 

Seroei^* SRad^ 6 ift e** = cos ^ -f" ^ sin g?. SWifet man <p im Sogen^ 
mo§, fo ift 

ei^ = cos X -f- i siii x, e"^'^ = cos x — i sin x. 

3)urd^ 9lbbition unb ©ubtraftion crl^dlt mon bie obigen ©Icid^ungcn. 

Stnmetfung. SSenn bic Stnomalic gj im SBogcnmag gegeben ift, fo fe^t 
man aud^ cos 9 -|- i sin ^p = e^J^. gebe fompiejc 3^^! ^öt bann ben "Sivij- 
tuugöfaftor e^^. ®§ ift a -j- bi = ^ • (cos 9) + i sin 9)) = ^ • e^9>. 

10. e'^^ex + 2k7ri 

3)ie @j))onentiolfunftion ^at bie 5ßetiobc 2k Tri. 

Seroetö. 3)em SBinW öon 360^ in ©rabmag entfprid^t ein SBinfet 
t)on 2 TT im Sogenmafe; ferner ift cos360^ = l, sin 360^ = 0, alfo 
1 = cos 3600 4- i . sin 360« = cos 2 tt + i sin 2 tt = e^^* , 1^ = e^^^ri ^ 

gx __ gx . jk _— gx . ßOknri __ gx + 2k7ri^ 

9ln§ ber Übereinftimmnng öon 5ßotcnj unb 95afi§ barf man be^^alb 
nur fo lange auf bie Übereinftimmung ber Syponentcn fd^Iicfeen, afö imaginäre 
(Sjponenten ouSgefd^toffen finb. 

2lu(!^ e^'^ ift periobifd^, mit ber 5ßeriobe 2k7r, benn 

gix __ gix . jk — _ ßXi . Q2^7t\ —— gi(x + 2k:T)^ 

S)ie Iom})Iejen B^^ten laffen fic^ alfo folgenberma§en barftcUen: 
a -|- bi = ß (cos (p-\-\mi(p) = Q (cos x -[- i sin x) = ^ e*^ = ^ ei(x+2k7r)^ 

IL Seilmiäfilje 9Jcil,c. ^ = 1 - | + y - J + 
8ett>d«. 9lnc^ § 140, 6 ift 

';-^=^(i+"+-"+T+--)- 

9hin ift e^'' :e-i^ = e2ix^ aljo 

e*^ cos X -[- i sin x 1 -|- itgx „.^^ 

e - ^^ cos X — i sin x 1 — itgx 
Se^t man in ber logaritl^mifd^en Steige für x je^t itgx unb berücf= 
fid^tigt, ia^ i^ = — i, i^ = i ufn?., fo ift 

bemnad^ ift x = tgx ^- tg^ x -f- > ^g^ x — tg^ x -j 

gur X =^ mirb tg- = tg45« = l, alfoi)t -=l— ^^+^— ^^- . . • 

®iefe Steige fonüergiert aber aufeerorbentlic^ langfam, fo baß anbere 
Steigen fiir 7t jur SJered^nung geeigneter finb. 
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12* 3— cos X = 
dx 



d . 
■ sin X r s— '<*" ^ == ^^* ^• 



®ie 9t6lcitung üon cos x ift — sin x, W 9(bleitinig öon sin x ift cos x. 

S3eloeti^. ®ie Steigen für cosx unb sinx bürfen biffcrenjicrt njcrbcn, 
\>a fie fonbergcnt finb. 

x2 



x^ x* x^ x^ 

f (x) = 1 — 27 + ^ ,- — ^j + y r ~ 



f (x) = 



1! 



t T^ Ol 



3! 



5! ^7! 



r (x)= -i+i,-:-T+ji 



cosx 



smx 



= — cos X 



Y x^ X** 



= cos X. 



§142. 
2>te 3(b(etfuttgett ber frigottomefrtfc^en Suttbftottett. 
1> Arcus. Unter bem Slrcuö eineö 3^"*^^^^"^^^^ t)erfte]^t man bae 
^erl^ältni^ feinet SBogen^ äum 9tabiu^\ 




®ibt man bcm 9tabiu§ bic Sänge 1, )o ift bie äßafeja^t be§ ©ogenS 
gleid^ bem 3lrcu§. S)er 9trcu§ ift ftetg eine unbenonnt« ^oibji. 9tu8 ber 
^Planimetrie ift bie ^Proportion a : 360 = b : 27rr Oefannt, tt)o a bcn SBinfel 
in ®rabma§, b ben juge^örigen Sogen, r ben 9tabiu§ bejeid^net. ®emnac^ ift 

arca®:rzr - 



7t 

"•T8Ö' 



olfo arc 2 a" = = 2 • ^tttt = 2 arc a^, arc k a® = k arc a". 
r 180 

SBid^tig finb bie SBertc 

arc « -= 0, arc 30<> = ;^ arc 45« = '[ , arc 60« = 4^ . 
4 o 

arc 90« = ^^, arc 180« = ir, arc 360« = 2 /r, 
arc 1« = ,^„ == 0,017453, arc 57,3« = 1. 

loU 
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Stimmt man aU Söngcnciul^eit 1 dm , f o ift au§ ber Sigur crfid^tfid^^ 
bafe sin 5®<arc5^<Ctg5^. S)et Scmcig liegt baritt, i>ci^ bcr Umfang bc^ 
Seltnen s 36 cdt§ Heiner, ber bc8 Sangenten := 36 ecfS größer al§ ber Üttl^^ 
nmfong ift. 3c Heiner ber SBinfel ift, befto weniger unterfcl^eiben fid^ sin 
nnb tg öom arc, nnb unbebenHid^ fe^t man bei fünfftettiger ©enauigfeit 

siiilO' = arclO' = tglO'. 
Wmmt mon einen unenblid^ Heinen SBinfel ö^, fo ift 
sin ö^ z=tgöo z=z arc 0^ = 6- j^^- 

loü 

9lu§ ber gormet cos a = 1 — 2 sin* -^ folgt 

2. Unter sinx, cosx, tgx t)erfte^t man bie entfpred^enbeu gunf^ 
tioneu eine§ SSäinfel^, beffen Slrcuö gtetd^ x ift. 

TT 

SRan fd^reibt sin 2 tt für sin 360®, sin— für sin 90®, sin 0,017 für 

sin P, sin 0,017« für sin«®, sin 1 für sin 57,3®. ©ine SSermcd^felün^ 
ift auSgefc^Ioffen, ba ber 9lrcu§ eine unbenannte S^^ ift- 3^ ^em 9lu§brucf 
sin ^ ift q) ein SBinfel; biefer fann in ®rabma§ angegeben fein, j. 3}. q> 
= 75®, er fann aber auc^ in Sogenmaß gegeben fein, j. 95. q) = 1,309, 
m% benfelben SSinfel bebeutet, ba arc 75® = 1,309 ift. 

S)ie 93ejeic^nung ber gwnftionen nad^ bem Slrcuä ^at ben SSorjug, bafe 
man ein unbenannteg 9lrgument x I;at. ©in 3wtt)ad^S be§felben ift glei(| 
einem ßun^ad^g be§ Cogens ß im ©inl^eit^freiiS, alfo dx = d/J. dx ift 
bann felbft ein ?lrcu§, unb jmar ein unenbtid^ Heiner, ju bem ein unenblid^ 
f(einer SBinfel, g. 95. bon 5®, gel^ört. 9?un mar nadö %c. 1 sin ö^ = tg 5® 



9(uc^ für unenblid^ Heine SBinfel gilt bie ^Proportion « : 180 = b : tt, 

TT 

alfo ö : 180 = dx : tt ober ^-757^ = dx. gür sin d® barf man sin dx 

loU 

fd^reiben, bemnac^ ift 

sin dx = dx, tg dx = dx, 

e§ mar cos (J® = 1 -y ((J . j|^)' = 1 - i- (dx)2. 

S)a§ Ouabrat eine§ Differentials barf neben ber enblid^en ®rö§c öer^^ 
na^löffigt merben, alfo ift cos dx = 1. 
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rt d sin X 

3* — := = cos X. 

dx 

• 

Seioeii^. y = sin x 

y + dy = sin (x + dx) 

= sin X • cos dx + cos x • sin dx; cos dx = 1 , sin dx = dx 
= sin X -f- cos X • dx 
dy = cos X • dx 

. d cos X 

4 — := = — sinx, 

dx 

SeioeiiS. y = cosx 

y + dy = cos (x + dx) 

= cos X • cos dx — sin X • sin dx 
= cos X — sin X • dx 
dy = — sin X • dx, 

dx cos^ X ' "^ 

m ^ -o X sin X 

•^ ° cosx 

SSenbct mon bic logarit^mifd^c 5)iffcrcntiotion an, fo ift 

y' sin'x cos'x cosx , sin x 1 , . 

y smx cosx smx ' cosx tgx ' 

, ^ , ^ o ^ I sin^ X cos^ X 4" sin^ x 1 

y — 1 + tg^ X = 1 H 5-= 's = T-' 

^ ' ° ' cos^x cos^x cos-^x 



^ dcotgx 



— 1 



dx sin^x ' 

m «o X 1 cos X 

S3ett)etö. y = cotg x = - — = -. — 
•^ ° tgx smx 

y' sin X cos x 1 

y cos x sin X tg x 

y' = — 1 — r^ = — 1 — cotg^ X = r-T,- . 

*^ tg^x ^ sm-^x 

7, ®ic lücitercn ^Differentiale t)on sin x unb cos x lehren pcriobifd^ 
iDieber. @§ ift 

d sin X d cos X d ( — sin x) 

— - — =: cos X, —3 — = — sm X, , = — cos X , 

dx dx dx 

d (— cos x) 

^ , = sm x, 

dx 

d* sin x . ^ , .., d^ cos x 

ötfc' — j— r - = sm x, cbenfo t)t — t-t = cos x. 
dx* dx* 
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Scjeid^tiet mau bie SIbIcitungen mit Striaen, fo ift 

cos X = sin' (x) = — cos" (x) = — - sin'" (x) = cos"" (x), 
sin X = — cos' (x) = — sin" (x)*= cos'" (x) = sin'"' (x). 
•ildfo ba cos = 1, sin = ift 

1 = sin' (0) = — cos" (0) = — sin"' (0) = cos"" (0), 
= — cos' (0) = — sin" (0) = cos'" (0) = sin"" (0). 

8/v»2 /V»4 /v»6 

SBetaetö« ^aö) ber SDiacIaurinfc^cu SRct^c ift 

cos X = cos 4--^ cos' (0) + — cos" (0) + -^ cos"' (0) + . . 

^ad) 7 ift cos (0) = 1 , . cos' (0) = 0, 
cos"(0) = — 1, cos'"(0) = 0. 
9(fle ©lieber mit ungerabem ©jponenten faden fort, bie mit gerabem er^ 
galten abmed^felnb pofitiue unb negatibe SSor^eid^en 

cosx^l— ^ + --- + .. 

Xk SRei^e ift fonbergent unb ftimmt mit ber in § 141 eutmicfelten 
üBereiu. 

.K «'^^^=]T- 3; + 5^ — 7T+ • 

9mti^. ^laä) bem SRaclaurinfc^eu Sa^ ift 

sin X = sin (0) + ^ sin' (0) + ^ sin" (0) +|^ sin"' (0) + . . 

^JJuu ift sinO = = sin"(0), ade gerabeu ^oteujeu faden fort, bie 
ungerobeu fiub aSmec^felnb pofitib unb negatiü. 
X x^ , x^ x^ 
''"^ = l!-3!+5T-7! 
^ie 9{ei^e ftimmt mit ber für sin x im § 141 überein uub ift fonbergeut. 



3. ^apifeU ^afima unb Minima. 

iUntoenbungen ber 2>tfferenita(rec^nung. 
1. 9)Iacimum. ^ = 0, Dotier po\xtit>, nat^^er uegatiu. 

3Benu eine guuftion y Sei ttjad^fenbem x felbft mäd^ft, fo mirb einem 
pofitibeu gu^^f^cf)^ dx be§ 3{rgumeut§ ein pofitiuer ßumad)^ dy bcr gunftion 
eutfprec^eu. 5?ä()ert ficf) bie gunftiou eiuem SOhiyimum, fo anrb ber 3«>üad)§ 
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allmä^ürf) Heiner lüerben, unb in bem Stugenblirf, njo bie gunftion i^reit 
^öc^ften SSert erreid^t i}at, lüirb ber 3«^«^^ f^I^fi 5Rutt merbcn. ^ana^ 
tritt ein Stbne^men ber gunftion ein, alfo dy mirb negattö. ©tatt dy fann man 

dy 

Quä) bie Stbicitung -p betrad^ten. ©in SlKayinium tritt ein, tuenn bie erlte 

Stbleitnng 9?uQ wirb, nad^bem fie öor^er pofttiö toax, öorauSgefe^t, baß fie 
nad^^er negatit) njirb (tjgl. § 144, 1 unb 3). 

2» 9Rimmutn. —^ = 0, öor^cr uegatiö, tiat^l^er ^lofitiö. 

Sin äRinimum tritt ein, menn bie gunftion bi§ §u einer gemiffen 

(ärenjc abnimmt, bann aber mieber fteigt tüenn alfo dy erft negotiü, bann 

dv 
9?ua, bann pofitiö tuirb. Sei j^ = tritt ba§ SRinimum tin (bgl § 144, 1). 

3^ ©Etremc SBcrtc. !/'=0, i/"<0 »Jajimum, y">omnmnm. 

dy 

-^ = fann entmebcr ein äRayimum ober ein SDtinimum bebeuten. 

SJetrad^tet man y' al§ eine neue gunftion, fo nimmt fie in ber Umgebung eine^ 
9Wajimum§ ai, eine§ 3Rinimum§ ju. Sl^re TOeitung, b. 1^. bie jmeitc Slb- 
leitung ber urfprünglid^en gunftion, muß alfo bei einem äRayimum negatiö, 
bei einem 90?inimum pofitit) fein (ögl. § 144, 1 unb 2). 

S)a bie Seftimmung ber 2. 2lbleitung oft umftänblid^ ift, fann man hk 
Sntfc^eibung barüber, ob ein SOJajimum ober SDtinimum borliegt, burd^ eine 
33etrad^tung über ben SSerlauf ber gunftion treffen. 3ft bie gunftion in bem 
S3ereid^ ftet§ pofitiö unb für bie ©renjmerte unenblic^, unb liegt in bem Sercirf) 
nur ein eytremer SBert, fo ift biefer ein SKinimum, borauSgefe^t, ha^ bie gunftion 
ftetig ift, b. (). f (x) nid^t oo mirb. @inb bie ©renjmerte unter benfelben Se= 
bingungen 9?uK, fo ift ber eytreme SBert ein SKayimum (bgl. § 144, 4 unb 5). 

3ft bie 2. 3lbleitung 9?utt, fo fjat bie erfte Stbleitung an biefer ©teile 
ein SWaylmum ober ein SKinimum. 3ft \>k 3. 9lbleitung üon 9?utt t)er= 
fd^ieben, j. 95. pofitib, fo l^at bie erfte Stbleitung ein SKinimum. ®ic erfte 
^(bleitung gibt bie SRid^tung ber 2^angent'e ber ^rbe an. S)er SBinfet ber 
Sangente mit ber X=2tc^fe mirb bor ber betreffenben Steife fleiner, bleibt an 
\i)x ein unenblid^ fleine§ StüdE fonftant, fo 't>a% ba§ Slurbenftüdf gerabe erfd^eint, 
baimd^ n)äd^ft ber SSinfet mieber. 5)ie Stürbe menbet fic^ babei üon ber einen (Seite 
ber S^angente auf bie anbere; üorl^er fe^rte fie i^re tioi)k Seite nad^ unten, 
nac^^er nad^ oben, ©in fold^er 5ßunft Reifet SBenbepunft (bgl. § 144, 1). 

3ft bie 3. 9(bleitung negatib, fo ift bie ^Reihenfolge umgefel^rt. S)ic 
^o^le Seite ift erft nad^ oben, bann nad^ unten gefe^rt. SDajmifd^en liegt 
ein SSenbepunft. 

3ft bie britte Slbleitung 9lutl, bie bierte bon 9?uü üerfd^ieben, fo bat 
bie S^rbe einen ertremen SBert unb fo fort. 
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Unbestimmte SSette. ATangenten. 



5. ttnftefKmmte SBette. ^, ^ 

9?immt ber Ouotient jmeier gunftioncn für bog ?lrgument a ben SBert 
an.fo entwicfelt man bie gunftionen noc^ bem S^o^torfd^en ©n^. G§ fei 
f(a) = unb g(a) = 0. e§ ift 

f(a + x) = f(a) + --,f(a) + |f'a + ... 

= x(f(a) + |jf"(a) + ^r(a)+...) 
g(a + x) = g(a) + ^,g'(a) + gg"(a)-f:..- 

= x(g'(a)+|g"(a) + |g"'(a) + ...) 

,, f(a + x) f(a)+ff'(a) + ... 
g(a + x) g'(a) + |g"(a) + ... 

©cfet man je^t x = 0, fo erl^ölt mon 

f(a) ^ f (a) 
g(a) g'(a)* 

^at a\x(S) biefcr Duoticnt bie gotm -, fo lücnbet man ba§ SSerfa^ren 
nod^ einmal an (ögl. § 144, 6). 

^u6) ber Duotient ^ lögt ftd^ auf biefe SBeife öfter ermitteln nnb 
cSenfo burd^ geeignete Umformungen bie anbem unbeftimmten 2tu§brüdfe oo — co, 

0.00,1*, 0», ooo. 

6. Zan^tntc m eine Stnxbt. 

Sft x|y ein $un!t einer Sliröe, X|Y ein 
Y'j- $unft ber Xangente an bie Suröe im 5ßunfte x| j, 
unb nimmt man an, bog bie Tangente ein 
unenblid^ f(eine§ ©tüdE mit ber Äurbe gemein 
l^at, b. ^. auger burd^ ben 5ßun!t x|y aud^ burc^ 
ben 5ßunlt x + dx|y + dy ge^t, fo befte^t bie 
®leid^ung 

ät[ _ Y — y 
X 




X'X 



dx 



X 



SSermenbung ^at biefe gönnet § 144, Seifpiel 1 unb 7 gefunben. (5JgI. 
auc^ § 133, 5.) 



Digitized 



by Google 



35eifpicle: ÜJlayimum, SOflinimum. 233 



§144. 
Seifpiele ffir Slmoenbungen ber S>ifferenfla(re(^nung. 
SJof^iid 1. es fei y=x3 — lOx« + 27x - 18, 
fo ift y'=3x« — 20x +27 uiib y"=6x — 20. 



X 





1 2 


3 4 5 6 6|^ 




—18 
27 
—20 ■ 


+4 
10 —1 
-14-8- 


0-6—8 0+8 
-6 —5 2 15 

-2 +4+10+16 



S)ie ©(^nittpunftc bcr Surbe 3. Drbnung mit 
t)er Stbfäiffenad^fe ^abcn \>k 2l6}^iffen 1, 3, 6. S)ie 
©d^nittpunftc bcr 5ßarnbcl mit bcr Slbjjiffcnad^fc 
liegen ätüifd^cn 1 unb 2 unb jtt)tfd§en 4 unb 5. äu^ 
ber quabratif^en ®Icid^ung 3x2 — 20x + 27=0 
finbet man Xi = 1,88, X2 = 4,8. 95ei biefen 9tb:= 
fjiffen f)at bie S^rtjc 3. Drbnung einen cjtremenSBert. 
®a bä bcr 9lbfjiffe 1,88 y" negatit), bei ber 216^ 
jjiffc 4,8 pofitiö ift, liegt bei ber erfteren ein 
IKoyimum, bei ber festeren ein SRinimum, mie 
cviij barauS erfid^ttid^ ift, ba§ y' bei 1,9 qu§ bem 
4)t)fitiöen in§ negatiüe, bei 4,8 au§ bem negativen 
inS pofititjc übergel^t. S)ie ®erabe, meldte y" bar- 

fteHt, f(i^neibet bie xMij\e bei x = — , l^icr ^ai 

ö 

bie ^urbe 3. Drbnung einen SBenbepunft. @8 ift 
bemnod^ 

Max 1,88|4,1; Inflex 3,3|— 1,65; 
Min 4,8 1 — 8,4. 
3ft bie Sangente 5. 95. im fünfte 4| — 6 gefud^t, fo mirb, t>a 

V = — 5 für x = 4 ift, J+^ = _5 über Y = — 5X+14. 

X — 4 

S3eif)iiel 2. Sie (Steid^ung ber SBurflinie eine^ Äörper^, meld^er unter 
einem SBinfel a gegen bie ^ori^ontalebene mit einer 2tnfang§gefd^minbigfeit c 
gemorfen lüirb, lautet, menu g bie 95efd§Ieunigung burd§ bie ©d^toere auSbrüdft, 



y = xtga 
y'= tgcf 



gx2 



2c^- cos^a 

c^ cos^ a 
g 



S)ie fi^röe ()at, ba y" negatib ift, ein 5lRajimum für y' = 0. 

/»2 . ein 2 CC 

tga = gx:(c2cos2a) gibt Xm = — ^— 

S)ie gtöfete <Btt\Q\)bi)t ift ¥„,= 
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9$cif)iicl 3* 5)er äWantel M eine§ geraben Stcigfcgetö ift gegeben. 3Sie 
üerf)äU fi^ ber 9iabiu§ r be§ ®runb{reiie§ jur §ö^e h unb jur Seitenlinie k, 
lüenn ba§ SSoIum ein SWayimum ift? 

3(uf(öfungl* ®runbgleic^ungen:. M=7rrk, ZY=7tr^]i, r2=k'^ — h^. 
2)ifferentialg(eici^ungen: dM=7rrdk-|-^kdr, 3dV=7rr^dh-)-27frhdr^ 
2rdr=2kdk— 2hdh. 

5)a M fonftant ift, ift dM=^0. ®a V ein SRayimum merben foE^ 
ift dV = 0. ®ie brei Gleichungen geften atfo nac^ gortlaffung gemeinfc^aft= 
lieber göftoren über in: 

= rdk4-kdr, = rdh+2hdr, rdr = kdk— hdh 

d^__k dh__2h^ _k^_h — 
dr r ' dr r ' dr dr 

.•.r = — — + ^^ ober 2h2 = r2 + k2. 
r ' r 

9?un ift Ii2 = k2 — r^ dfo h'^ = 2r2, k^^Sr^ 
alfo r:h:k= 1:1/2:^3. 

9(itf(öfittig 2» SBitt man mit Sifferentialquotienten rechnen, fo ift 
M = 7rrk, dfo k = — , h'^ = k-^— 1^= -^^ — f^ 

3 V = /rr^h, 9 V2 = Tr^r^li^ = M^ r^ — yr'«^ r«. 

2e^t man y = 9V2, r = x, fo ift 

y = M2x2 — TT^x«, y' = 2Wx — 67t^x^ = 2x (M^ — 37r2x^). 

^a X == r nic^t merben foÜ, mag t^eorctifcf) ein SRinimum ergäbe, mu^ 

M M*^ 1 

für y' = 0, 3 7c^x^ = M^ ober x'^ = — fein. 2)ann ift k^ = — - . - 

7t ys ^'^ X ^ 

, ■ M - M 3 ^ ^, M - Ml M 2 

k^ = — 1/3 = ~ unb h^ = ~fd— -=^ = =. 

7c 7c y3 jc jt y3 7t y3 

f'^:h2:k2 = l:2:3, alfo r :li :k= 1 : l/2 : ]/3. 

9$cif)iicl 4» '^XQtx fünfte A unb B l^aben öon einer geraben Sinie L 
bie ©ntfernungen a unb b, bie ^rojeftion öon AB auf L fei CD = c; auf 
L ben ^unft E ^u beftimmen, für metdjen bie Summe ber 33erbinbung§= 
linien mit A unb B ein SRinimum ift. 

9(uf(öfuug* 9?immt man bie Slvxxt L jur X=9(c^fe; C 5um 9lnfang§^ 
punfte ber «bf^iffen, fegt alfo CE = x, ED = c — x, fo ift: 

f (x) = AE + EB = l/ä2ljI72- _|_ |bqr(;cZ:^2^ 
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Se^t man u =^ |a-^ + x^, v = yb^ + (c — x)^ 
fo ift u' = (a*^ + x2)~2 . X, 

v' = (e2+(c-x)2)-i(x-c), 
f(x) = u' +v' 

ipiernuS ergibt )\6) 

X2 (C — X)2 a2 X2 _r ^^ .v ^^ 



x:(c — x)=a:b, x = 



a2_j_x2 b2+(c— x)2' b2 (c— x)2' ^^-^^ ^^^ "•"' '^ a+b 

Sa bie gunftion ^jofitiü ift unb für x = — oo unb x = -f~ oo unetibüc^ wirb, 
unb ber SBert öon f (x) jeigt, bag bic gunftion für jebcit^ enblic^n SSert 
Don X ftetig ift, fo muß bem für x erhaltenen SBerte ein SRinimum ent^ 
fprec^en. 3ft E ber gefud^te ^nnft, fo folgt, ba'CE:ED = a:b ift^ 
AACEooABDE, 4:aEC = BED. 

Ser SBeg AEB, meieren ein üon A au^ge^enber, burd^ ben auf ber 
ß'beneAEB fenf reiften Spiegel L jurücf geworfener Sic^tftral^I nimmt, um 
Don A nad^ B ju gelangen, ift alfo ber tür^efte ber SSege, auf benen mon 
unter Serül^rung be§ Spiegeln bon A nad^ B fommen tann. 

9$eif)liel 5* ^Äuf einer §orijontaIebene befinbet fic^ eine JÜugel ; man f oll 
um biefelbe einen geraben Seget befc^reiben, beffen SRantel ein SRinimum ift. 

3(uf(9fung. Sejeic^net man ben 9{abiu§ ber ®ugel mit r, ben ^atbmeffcr 
ber 33afiÖ be^ geraben Segele mit x, feine ^ö^e mit y, feine Seitenfantc 
mit s, fo ift 

j7==ys2 — ,^2^ (y — j.^.g^^j.._^^ q(|o (y— r)x = sr, y=— (5 + ^^)' 

r(s + x) = x]/s-^ — xS s = x.^^^, 

x'^+r^ 
mithin ber SRantel: f (x) = ttx^ . -— ' — -. 

Sogarit^miert man, fo ift 

lf{x) = l7v^2lx + l (x2 + r^) — Z(x2 — r^), 
bifferenjiert man ^ ^ ^ 2x 2^ 

2)a f(x) meber 9Zutt nod^ 00 werben barf, roenn bie Söfung Sinn ^abeii 
foK, mug bie rechte Seite mit f'(x) berfc^minben, alfo 
\2 x- 

^-i- x-^_^r^ ~ x-^— r^' ' ^^ _1_ ~ 
x2 = r2 (1 + 1/2), x^ry'l + j2. 
Xa für x = r unb für x= 00 bie gunftion f(x) unenblic^ wirb, unb f(x), wie 
man au§ bem SBerte bon f (x) erfennt, für pofitiüe SSerte r<[x<Ca> ftetiix 
bleibt, fo mu§ bem obigen 3Sert bon x ein SRinimnm ber gunftion entfprcd^cu. 
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*^ X 

S3eif)iiel 6» -^ ^^ nimmt für x = ben SBert — an. 5)ifferen jiert man 

3ä^Ier unb 9?cnner, fo ift dx = 1 -dx, de*=e^dx, de-^ = — e-*dx, 

ber 93rud6 Qef)i al\o über in — -, — — -, ba e^ = l ift ^at er ben SBert ^ . 



«Ufo ift 



9$eif)ite( 7» 5)ie 2:an0cntengleic!)un0cn ber Jfegelf(^nittc foUen aufgefteßt 
tperbcn. 

I. ©d^eitctgleic^ung ber ^arabel: y2 = 2px. 
S)iff crentialglei(^ung : 2y(Jy = 2pdx. 

9{id§tung ber Sangente: -^ = ". 

Sangentenglcid^ung : — — — = ^ . 

A — X y 

förfe^t man y^ burd^ 2px, fo erhält man 

Yy = p(X + x). 

X2 V'^ 

IL WittelpunftSglcid^ung ber Mip^t: ~ +^. = 1- 

d V X b^ 
9ü(j^tung ber Sangente: 1 "^ ä'V* 

Y— y b^x 

Sangentengleidbung : ;^ — - = 5— . 

A — x a^y 

(£rfe|t man a^y'^ burd^ a^b^ — b^x^ unb biüibiert burc^ a2b^ fo ergibt ftd^. 

a2 "^ b2 

in. 9KitteI<)nnft^gIeid^ung ber öljperbel: -^, — ^.- === 1. 

a" 0^ 



^.-f . w ^ .^ 2xdx , 2ydy* 

Xifferentiolgtetc^ung : — ^ \- -^rj^ = . 

a D" 



Sangcntengleid^nng : 



b^x 



X— X "a^v 



. Xx Yy . 

ober —7, r^, ^^ 1 • 

a^ b- 
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€rftcr 2lbfd)niß. 2)ic oicr 6pc3ic5 in abfolutcn 3a()Ißn- 
1. ^ofiiUU 3(bbifion vmb 6ttMraftfion. 

(1) a + b = b + a 

(2*) a + (b+c):=(a + b) + c = (a + c) + b 

(3) (a— b) + b = a 

(4) (a + b) — b = a 

(5) a + b — c = a — c-|-b 

(6) a — b — c = a — c — b 

(7) a — (b + c) = a — b — c 

(8) a + (b - c) = a + b — c 

(9) a — (b — c) = a — b + c 

(9**) a — b = (a + m) — (b + m) = (a - m) — (b — m) 

2, ^apifel. ^ulfipHftafion unb 2)ioifion. 

(10) a + a 4- a . . . (bmoi) = ab 

(11) ab = ba 

(12) (ab) . c = (ac) • b = (bc) • a 

(13) (a + b)c = ac + bc 

(14) (a — b)c = ac — bc 

(15) (a + b) • (c + d) = ac + bc -f ad + bd 
(15*) (a -f b) (c - d) = ac -f bc — ad — bd 

(15**) (a — b)(c + d) = ac — bc + ad — bd 

(16) (a — b)-(c — d) = ac-bc— ad + bd 

(17) (a + b)3 = a« + 2ab + b« 

(18) (a — b)2 = a2 — 2ab + b2 

(19) (a — b)-(a + b) = a-^-b2 

(20) (a : b)b = a 

(21) (ab) : b = a 

(22)~ + ^+ (bm«i)^i.b==l 

(23)a:b = ^ 
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a + b_ 
c ^ 


T + 


^ormelfammlung. 


(24) 


b 

c 


(25) 


a — b 
c 


a ^^ 
c 


c 


(26) 


a . 


ac 
b 




(27) 


a 

•'• b = 


ac 
b 




(28) 


a a 
bc~ b 


•c 




(29) 


b 

a: — = 

c 


c 




(30) 


am_ a 
bm~~ b 


- 




(31) 


a c 
b d 


ac 
"bd 




(32) 


a c 
b • d "" 


a 
b 


d 

c 


(33) 


a c 
b ^ d 


_ad 


+ bc 
bd 


(33*) 


a c 
b d 


ad 


— bc 
bd 



3n)eifcr 3Ibf(l)mtt. 2)ie mt 6pc3ic5 in algebraifc^cn 3aI)Icn. 

1. ^apif«!. «Run unb Knenbüc^. 

(34) a — a = 

(35) a + 0=a, a-0 = a 

(36) • a = a ■ = 

<37) A = o 
a 

(38) lim (—1 = — = 0, lim(— ) = ^r ^ ^ 



<39) lim 






(40) oo-)-a=-=co, Qo — a = oD, a-oo=oo, oo:a = Qo 

00 

(41) — , — , Ooc, 00 — 00 unbeitimmt 
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2. ^apiUl ^daiioe 3a^ten. 
S{)»)>tfion tttib 6ubfFa(tflon. 



(42) 
(43) 



fa + (+b): 
\a + (-b): 



i = a + b 
a — b 
((+a) + (+b) = + (a + b) 
l(-a) + (-b)--(a + b) 

(44) (+ a) + (— b) = 4- (a — b), »enit a> b, 

= — (b — a), wenn a<;b, 

(45) a-b + c-d = a + (-b) + (+c) + (-d) 
,,,., |(±a)-(+b) = (±a) + (-b) 

^ ' \(±a)-(-b) = (d=a) + (+b) 

{nhtittpßftafton unb Siotfton. 

(47) (dr b) • a = a • (± b) = dr ab 

^^'^^l(-a)-(-b) = + ab 

(49) ((+a).(-b) = -ab 
^ ^ l(-a)-(+b) = -ab 
/^n^ ((+a):(+b) = + (a:b) 
^^"^ ((-a):(-b) = + (a:b) 
.5lJ(+a):(-b) = -(a:b) 
^^'^ J(_a):(+b) = -(a:b) 



dritter 2lb^d)m{f. Slntocnbungen bcr mcr Speaics. 

4. ^optfeU ^roporfion«ti. 

(52) ?lusi a : b = c : d folgt a • d = b • c 





(a zb c) : (b dz d) = a : b = c : d 






(53) 


(a dz b) : (c it d) ^ a : c = b : d 

(a + b):(a — b)=(c + d):(c-dj 






.... a + b + c a — b + kc a a 
^^^) a'+b' + c' = a'-b' + kc'=a" ^^"" a^ 


b 
" b' ~ 


c 
c 


(55) 5 


.. ai Ci a2 Co a» c» . . 
auc> -- = -', = V = r- Tolflt 
Dl dl ho do b.s ds 







(ai as aa) : (bi bo bg) =-- (Ci Co C3) : (di da dg) 
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Q3icrfcr Slbfc^nift QUcc^nungsarfcn bcr briffcn 6fufe- 

1. ^opifeL "ißofetisientng. 

(56) a • a • a (mmat) = a"^ 

(57) a™.a'' = a°»+r 

(58) a"» : a^ = a"*-^, m>r, a™ : a*" = 1 : a'"-'», m < r 

(59) (ab)°> = a°» • b™ 

(61) (a"')'' = a""' 

(62) (a + b + c)« = a« + 2 ab + b« + 2 • (a + b) c + c« 

( (a + b)3 = a» + 3a«b + 3ab« + b» = a» + b* + 3ab(a+b) 
^ ^ \ (a — b)» — as — 3a2b + Sab» — b^ 

+ b + cf = a» + 3 a« b + 3 a b« + b» + 3 • (a + b) c^ 
+ 3 • (a + We + c» 



(63 ) 1 _j_ 51 . ^„ _j_ y,^2p. A- P« 



rßl^ ra3 + b« = (a + b)(a«-ab + b2) 

^»^^^ \a8-b» = (a — b)-(a« + ab + b2) 

(65) (1 + x)" oo 1 -f nx, wenn x ^inreid^enb Hein. 

(66)a<» = l (67)8-0=^ 

2, &apiUU ^abisientng. 

(68) ("yä)°= V=a 

m . m m 

(69) yäb= ya- Vb 

(71) "y a^ = a» (^ fionie 3o^l) 

(72) Va'=(l/a) 

m. — ms, — 

(73) l/a^ = ya^« 

m 

, / r — mr ,^ 

(74) |/ Va = ya 

(75) ya"^ = a^^ (oud^ wenn ^ feine ganje ßo^l) 



(76) 



2m,. 



ya2 = zba; ]/^^'' = ±:b. 

2m-fl 2m + l- 



]/a2™+i = -f a; ]/ — a^^+i = — a 

/Google 
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3. ^apiUU Smaginäre unb fiomp(e£e 3<^^I^t^^ 

(77) ai zb bi = (a dl b) i 

(78) (l^^^ = -a, (/ZrD«=._i 
) y — a =iyä 
iy — a •ir^b = — yab 

(80)i*» = + l, i*n+l=:-fi, i4n+23^_l^ i4n+8^_j 

(81) a + bi = a'4-b'i, wenn a = a', b = b' 

(82) (a + bi) ± (c + di) = (a dr c) + (b ± d) i 

(83) (a + bi) (c + di) = (ac — bd) + (ad + bc) i 
(83*) (a + bi) (a — bi) = a« + b« 

.„ . a + bi ac-|-bd . bc — ad . 

^ ^ c -f- di ~" c« -(- d« "^ c« + d« ^ 

(85) a 4" Iji = ? (cos <jp -|- i • sin 9)); q = ya^ -f" b^ ; 
a . b 



ya« + b^ ' ^ yaä + ba 

(86) (a + bi) (a' + b' i) = e p' (cos (tp + ?)') + i sin (^ + g>')} 

(87) ^^i = Y (cos (9> - 9^') + i sin («?) - «?)')) 

(88) (cos 9 -(- i • sin 9))" == cos n 9) -|" i sin n cp, 



Vcos o) + 1 sm o) = cos -- + 1 sm ■^- 
(88 *) (a -f bi)" = ß° (cos n 9) + i sin n 9;), 
ya + bi=y7 (^cos-^+ism^j 
(89)yr=£. ,,__| + -Ly3, ,, = e,2 = __^_J.y3^ 

«3 = «1^ = 1 

n— 360^ . . . 360« 

(90) l/l = «r €i=cos |-ism , €^ = ei^j en=l 

5. ^apif oL Sogariil^mientng. 

(91) 5liiö 10^ = a folgt x = log a, a = lOi««^«- 

(92) log (ab) = log a + log b 

(93) logW = ]oga-]ogb 

(94) log (a™) = m-loga 

(95) log l/a= — loga 

Äombli) = 2:^acr. ^Ärit^metif. 37. 5lufC. 16 
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günffcr 2lbfd)niß. 2)ie Q3cftimmun95glcid)ungcn. 
2, Kapitel. ®(eid)ttngtn bes 1. Grabes mtt einer Ktibeftannien. 

(97) 3ru8 ax + b = folgt x = — — 



(98) z = 



kpt 



100 ' 



k = 



ßinSred^nung: 
100 z 



pt 
, 100 z 100 z 

t = -; , P^ 



kp ' *'~ kt 

2)isfontred^nung: 
(99)s = b + d, ,. = 411. d, = ±£l 

@enjinn= unb SSerluftred^nung: 
(100)v = e + g, v = e-s, ^^} = -|^ 

Senjegung^auf gaben: 
(101) s = c-t, c=Y, t = -^- 



3. Kapitel. Qleic^ttngsfQfleine bes 1. Grabes mit ntel^reren 

Unbekannten. 

(102) 3lug aix + biy = ki, a2X + b2y = k2 

kl b2 — k2 bi ai k2 — a2 ki 



folgt X ■■ 



(103) Da = (ab) = 



(104) Ds = (abc) = 



(105) 



(106) 



ai b-i — »2 bi ' 
ai bi 
a2 b'i 
ai bi Ci 
a2 b2 C2 
as bs C3 
(abO)=0 
(acb) = — (abc) 
(abb)=0 
m(abc) = (ma, b, c) 

= (abc) + (abd) 
(abc) 



ai b2 — a2 bi 
ai b2 — a2 bi 



ai b2 C3 — ai bs C2 
+ a2 bs Ci* — aa bi C3 
+ a3 bi C2 — a3 b2 Ci 



|(a,b,c + d) = (a 
|(a + kb,b,c) = i 
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(107) SIuö aix + biy + ciz = ki, 
a2 X + b2 y + C2 z = ka , 
asx + bgy + C3Z = kg folflt 



X = 



kl bi Ci 






ai kl Ci 


kaba Ca 


rDs; 


y = 


a2 ka C2 


ka bg C3 






ag ka Ca 



rDs ujlD. 



4. Kapitel. Gleichungen bes 2. Grabes. 

(108} 2tus^ x2 4-px + q = folgt: 

(109) Xi -j- X2 = — p, xi • X2 = q 

(109*) x« + px + q = (X — Xi) (X — xa) 

(110*) Sft x + y = a, xy = b, foift 
t2 — at + b = 
ti = x, t2=y 



6cd)ffcr 2lbfd)mß. 2)ic ^ogrcffioncn unb Äcftcnbrücbc 
. nebft Slnnocnbungen. 

(111) u = a + (n — l)d 

(ii2)s=-"i^. i:k='^-^ 



2. Aapifel. Geontefrifc^e ^til^en. 

(113) u=:aq"-» 

k- n 

(114) s= ^aq"- 



k = l 
1 — X" 



,_,_ a(q"-l) _ 1-q" 
- q_i -« i_q 



(115) ^_:_=i + x + x2 + .... + x>'-» 

(116) I^aqi'-'^:!-^, q<l 



16* 
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^onnelfatntnlimg. 






3. ^opifeL 


3ins» ttiib ^enietirecf^nung. 


(117) 


Wi 


= kq, q = 


='+if« 


(118) 


w 


= kqn 





(119) w =kqn±^^5^^;j^ 

(120) kqn^^^^lLzl} 

q— 1 

(120*) n_ 'ogr-log[r-k(q— 1)] 
logq 



(121) 
(122) 
(123) 



4. Aopifel. ^etfenbrfic^e. 

an-2 + an_i.q an 



b„_2 + bn_i.q bn 
(122) ak_,bk-akbk_i = (— 1)" 
ak ak+i^ (— 1)'^+' 
bk bk+i bkbk-i-i 



(124) 



a an 1 

b bni -b„^ 



6iebenfer 9Ibf(f)niff. ^ombinatiönsIeI)re neb^f Slnmenbungen. 
L ^apiUU ^enttttfationtn. 



(125) P„ 


= l-2.3- ••n = n! 


(126) r.pPn 


n! 

p!r! 




2. Kapitel, ^ombinafionen. 


(127) ^V„ 


= nk 


(128) X 


= n(n — 1) (n — k + 1) 


(129) ^Cn 


n(n — 1) (n — k + 1) /n\ 


1.2-3..k W) 


(130) ^Cn 


n(n + l)---(n + k— 1) /n + k — 1\ 
1.2.3----k l k / 




3. ^opifel. ^af)rfc^einIid^fteUsr((^nttn9< 


(131) w 


m m 


(132) w^ 


gl g2 g3 gu 

irii in2 nis nin 
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4. ^opiieL 2>er binomifd^e Ce^rfa^. 

aä3) (3 = °'°-"^.7.t:'r''+" 

(■34) (;) =(„ik) 
a35)(i;)+(4,)=(s+i) 

aw)©+etV-+©=(Stl) 

(137) S» = (S) « + ß) k + ft) « + ■ • ■ 9ntt)m. 9ieiW 

(138, (i+x). =i+(;)x'+©x'+(^)x-.+(;).. (";;'•) 

<139) (a+b)n =a" + (j]a"-»b+(2)a"-2b'''+"(j)a»-i'b»'+..+b» 
(140) (a— b)" =a"— (J]a"-'b+(2)a»-3b2 l_(_l)nbn 

2ld)fer 2lbfd)nift. Q5erfid)crung5rcd)nun9. 

2. Su = dioo + d99 -| 1- dn+i + d„ 

3. d„ — Sn — Sn+i 

<Rcunfcr 3Ibfd)mß. Äubifd)e ®Ieid)ungen. 

1. x»=l, xi=l, x,= -^ + ^y3 = e, X3=- 1-^1/3 = *'' 

3 — 3 _ 3 — 

2. x^=a, xi = ya, x2 = €-ya, X2 = €^ya 

3. x8+ax2 + bx + c =0, 

Xi X2— X3 = a, XiX2 + X2X3-f-X3Xi = b, XiX2X3 = C 

4. x*+ax2-|-l>x + c = 0, y = x — -, 

3 3 _.. 

y'+py +q =o,^ y = yzi+yz2, 

z^+qz -(1)^ = 



'^- y=l/-^+l/l+^+ [/-J-[/t+27- 

wenn ^+37 >0 
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ya =-2y=p • cos^eo» — l) 

ys =- — 2y=;p/3 • cos(60»+-|^)== 2 V=i/3 • cos(l20<> — |-) 

3ef)nfcr 2lb^d)mff. 2)iffcrcntlalrcd)nung. 
1. ^apiiel. 2)iff«rtnfiaIqttotienfeti. 

1. ^ =b 

dx 

dx ' dx 

3. ^ =e^ 
dx 

. d?x J^ dlogx löge 

* dx x' dx X 

5. -3 — =a^6a 
dx 

^ d sin X 
o. — ^^ — =cosx 
dx 



dcosx 
dx 



= — sinx 



8.^ =l+tg«x==-V 
dx ' ° cos^x 

dz dx dx 



10. 



d(u+v) du dv 

dx dx. dx 



.^ duv du , dv /du , dv \ 

dx dx dx \dx ' dx / 

dx \ dx dx/ vVdx dx / 

^o dz** „ , dz dZz 1 dz 

dx dx dx z dx 

14 -IZ. ^ ay du ay dv 
' dx au * dx "*" av ' dx 

15. df =— -dx + -— dy; tpenn f=0 tft -f- = — -^— :-^— 

ax ' ay •'^ ' dx dx dy 
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2. Kapitel, ^eif^nt. 

1. mcSourinfc^e. f(x)=.f(0)+^f'(0)+^f"(0)+|^f"'(0)+... 

2. 3;a^lorfc|e. f(x+h)=f(h)+^f' (h)+^(f"h)+|^f"'(h)+... 

3. e = l + ^ + ^ + -^ + .. == 2,718281828. •• 

Y "V^ Y^ 

4 e^ = 1 4- - - 4- — + — - -) 

^ 1! ^ 2! ^ 3! ^ 

5. e'^^cosx-l-isinx, e~^^ =cosx~isinx. 

X^ v4 y6 

C. C08X = 1— ^ + ^ — ^ + -- 

X X* , x'* x' , 
7. „„,=-__ + ___+.. 

10. (a+b)» = a» + (j)a"-»b+(2)a"-'b'+(3)a"-*b»+- 

3. ^aplM. 3(ntDenbttn0en b«r ^ifferenfialred^nung. 

1. SRajimum f (x) = 0, f"(x) negotii) 

2. aKinimum f (x)=-0, f"(x) pofitiu 

3. SBenbepunft f" (x) = 0, f " (x) ^ 
4.t,a, = 0, .,., = 0, M = W 

6. Tangente m ^unftxjy ^ = ^ = -_:- 
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6ferbUc^keUsfafeI btv Assicurazioni Generali in Srieft 
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